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Recherches 

SUR LES RACINES IMAGINAIRES 

DES EQUATIONS 

par M. EULER. 
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M oute équation algébrique étant délivrée des fradions & des 
- fignes radicaux, fe réduit toujours à cette forme générale : 

x»-\-Ax n - 1 -\-nx n ~ 2 -J-Ca-"-î -\-Dx n ~* -1- ... . — N~o 
où les lettres A. B. C. D. . . . N marquent des quantités confiantes 
réelles, ou affirmatives ou négatives fans en exclure le zéro. Les raci- 
nes d’une telle équation font les valeurs, qui étant mifespour x produi- 
fent une équation identique o~o. Or fi x — |— a eft un divifeur ou 
fadeur de la formule propofée, l'autre fadeur étant indiqué par X, de 
forte que l'équation ait cette forme (.r-q— a) X”o, il eft clair que 
cela arrive fi .v— J-azzo, ou a*” — a. D'où l'on voit que les raci- 
nes d’une équation fe trouvent en cherchant les divifeursou fadeurs 
de cette meme équation ; & toutes les racines d’une équation fe tire- 
ront de tous fes divifeurs fîmples de la forme jt — |- a. 

§, 2 . Donc pour trouver toutes les racines d'une équationpro- 
pofée, on n’a qu'a chercher tous les fadeurs fimples de la quantité : 
Ax"- l H-B.r w - 2 H-C.r"-3_i- ... — |- N; fcfinous 


pofons ces fadeurs: 

(jt— f— a) Ç<x— f— Æ 

il eft d’abord clair que le nombre de ces fadeurs doit être égal à l’ex- 
pofant;;; & partant le nombre de toutes les racines qui feront: 

.r ” 
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x“— «; x“— 18; x~— y; xrz— &c, fera suffi égal à ce mi- 
me expofant puisqu’un tel produit (x— f-&) (x — } — /3 ) (x-f-y) 
( x — J — &c ne fauroit devenir égal à zéro, à moins qu'un de fes 
faveurs n’evanouïffe. Toute équation donc de quelque degré qu’elle 
ibic, aura toujours autant de racines , que l’cxpofant de fa plus haute 
puiflance contient d’unités. 

Ç.3. Or il arrive fort fouvent que toutes ces racines ne font pas 
des quantités réelles, & que quelques unes, ou peut-être toutes, font 
des quantités imaginaires. On nomme quantité imaginaire, celle qui 
n’eft ni plus grande que zéro, ni plus petite que zéro, ni égale à zéro; 
ce fera donc quelque chofe (Timpoflible, comme par exemple V— ij 
ou en général a — }— bY— 1 ; puisqu’une telle quantité n’eft ni pofitive, 
ni négative, ni zéro. Ainfi cette équation x 3 — 3 xx— }— 6 x— 4“o 
ayant ces trois racines x ~ 1 ; xm — \~Y — 3; &x~t— Y — 3, 
les deux dernieres font imaginaires, & il n'y aura qu’une racine réelle 
x~l. D’où l’on voit, que fi l’on ne vouloir comprendre fous le 
nom de racines que celles qui font réelles, leur nombre feroit fouvent 
beaucoup pins petit que le plus haut expofant de l équation. Et par- 
tant quand nous difons que chaque équation a autant de racines, que 
J’expofant de fon degré indique, cela fe doit entendre de toutes fes ra- 
cines tant réelles qu’imaginaires. 

4. Nous concevons donc, que de quelque degré quefoit 
l’équation propofée 

/ + + + 1 jjfcû 

elle puiiïe toujours être repréfentée par une telle forme} 

(.v-ba) (Jf-M) ( HT) - 1 *- (^*4-0=0 

où le nombre de ces fafteurs fimples foit ~ w. Et puisque ces fa- 
fleurs étant multipliés actuellement enfemble doivent produire l’é- 
quation propofée, il eft évident que les quantités A,B,C,D, .... N 
feront tellement déterminées parles quantités a, £, y, .... v t 
qu’il fera : 
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A “ à la fomme de ces quantités a, £, y, <£, v 

B “ à la fomme de tous leurs produits de deux a deux 
C ” à la fomme de leurs produits de trois à trois. 

D ” à la fomme de leurs produits de quatre à quatre 

m 

* 

* 

& enfin 

N” au produit de toutes enfemble, a Ç y £ ... v. 

Donc puisque le nombre des ces égalités efl ” tr, les valeurs des let- 
tres a,G t y,$. . . . p en feront réciproquement déterminées. 

$. 5. Quoiqu'il femble que la concoiiTance des racines imagi- 
naires d’une équation ne puifle avoir aucune utilité, vu qu'elles ne 
fourniflent point de folutions de quelque problème que ce foit; néant- 
moins il eft fort important dans toute l'analyfe de fe rendre familier le 
calcul des quantités imaginaires. Car non feulement nous en acquérons 
une connoiffance plus parfaite de la nature des équations; mais l’Ana- 
lyfe des infinis en tire des fecours très confiderables. Car toutes les 
fois qu’il fe prefente à intégrer une fra&ion, il en faut réfoudre le dé- 
nominateur dans tous fes faveurs (impies foit réels ou imaginaires, & 
de là on tire enfin l’intégrale, qui quoiqu’elle renferme des logarith- 
mes imaginaires, on a des moyens de les réduire à des arcs de cercle 
réels. Outre cela il arrive fouvent qu’une expreffion, qui renferme 
des quantités imaginaires, foit ncantmoins réelie, & dans ces cas le 
calcul des imaginaires eft abfolument néceiTaire. 

6. 11 efl: démontré dans l’Algebrc, que lorsqu'une équation a 
des racines imaginaires, leur nombre efl toujours pair, de forte que 
toute équation ou n’aura point du tout des racines imaginaires, ou ede 
en aura deux, ou quatre, ou fix, ou huit &c. & jamais le nombre de 
toutes les racines imaginaires d’une équation ne fauroie être impair. 
Mais on foutient de plus, que les racines imaginaires vont tellement de 
pair en pair, que tant la fomme que le produit de deux devient réel. 
Ou ce qui revient au même, fi a* - t- y V— r efl; un des facteurs imaginaires 
d’une équation, on foutient qu’il fe trouvera toujours parmi les autres 

un 
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wn tel fadeur x— y V— I suffi imaginaire, qui étant multiplié par celui- 
là x-+~yY— i donne un produit réel. Or le produit de x-hyY— i 
par x — ^ V— i étant “;r;r-l-yy, & la fomme ~2 jt, il eft clair 
que l’un & l’autre font des quantités réelles. 

$. 7. Pour mieux éclaircir cela, foit 2 m le nombre des fadeurs 
fimples imaginaires d'une équation quelconque, puisqu'on fait que ce 
nombre eft pair; & on fou tient qu'on peut toujours ranger ces faveurs 
tellement deux à deux, que leurs produits deviennent réels. Ainfi ces 
fadeurs imaginaires au nombre de 2 ni fe réduiront à des fadeurs réels 
au nombre de m, & ces derniers fadeurs ne feront plus fimples, mais 
de la forme xx-h/>x-hf : ils feront donc du fécond degré. On dit 
donc que toute équation, ne pouvant etre réfoluë en des fadeurs /im- 
pies rééls , a toujours des fadeurs réels du fécond degré. Cepen- 
dant perfonne , à co que je fâche, n'a encore démontré afles rigou- 
reufement la vérité de ce fentiment : je tarherai donc d'en donner une 
démonftration, qui ne foit aiïujettic à aucune exception. 

§. 8. Or d'abord il eft évident, que lorsqu'une équation n’a que 
deux fadeurs fimples imaginaires, leur produit eft nécc fiai rement réel. 
Car le produit de ces deux fadeurs multiplié par le produit de tous les 
autres, qu’on fuppofe réels, doit produire l'équation propofée, c. à d. 
une quantité réelle, ce qui feroit inipoffible , fi le produit des deux 
fadeurs imaginaires n'é'toit pas réel. On voit de même, que fi une 
équation a quatre racines imaginaires, toutes les autres étant réelles, le 
produit de ces quatre fadeurs imaginaires fera auffi réel. Et en général 
quel que foit le nombre des fadeurs imaginaires d’une équation, leur 
produit doit etre néceflairement une quantité réelle; donc fi le nom- 
bre des fadeurs imaginaires d'une équation eft ~ 2 /;/ , le produit de 
tous ces fadeurs multipliés enfemble fera de cette forme; 

— |— — h- cx lm ~> — j— &c. ou tous les coüfficiens 

b, c , &c. font des quantités réelles. 

$. 9. Il faut donc commencer par prouver, qu’une équation du 
quatrième degré .v 4 «or 3 b.\ 3 — j— ex d~o, dont 

M#p. dt l‘Aç*d. Tvm. V. F f tOUtCS 
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tontes les racines font imaginaires , eft toujours réfoluble en deux 
faveurs réels du fécond degré (.x-.r-h px-hr) (x x -r- q x s)zz: c ; 
car fi toutes les racines font réelles, ou deux au moins, une telle ré* 
folution n’a aucune difficulté. JVla:s fi toutes les quatre font imagi- 
naires la chofe eft non feulement moins évidente, mais il y a même 
des cas , qui ne paroiflent pas admettre une telle réfolution. Un 
très favant Géomètre me propofa autrefois cette équation: 

• -+■ 2.H 4a- 3 H- ** H- 1 = o 

par laquelle il vouloir prouver, que la réfolution en deux faveurs réels 
n’écoit pas toujours poflîble. Et en effet il paroit d’abord fort difficile 
de combiner de ces quatre faveurs fimples imaginaires tellement deux 
à deux enfemble, que leurs produits deviennent réels. 

10. L e doute tiré de cette équation étant trop important, pour 
que je le puiffe paffer en donnant une démonftration générale de la 
propriété, dont il s’agit, je m’envai déveloper plus foigneufement 
ce cas, avant que d’entreprendre cette démonftration. Et d’abord 
puisque les coëfficiens de cette équation, qui font 1, 2, 4, 2, 1 tien- 
nent le même ordre , en commençant par le devant ou par l’arriere, 
il eft certain que l’équation propofée eft réfoluble en deux faveurs de 
cette forme : 

(^ + A' — | — 1 ) (;rjrH— qx~\~ 1") 

dont le produit x* 4 - [p+q) x 3 + (pq+ï) xx 4 - (p+q) 
étant comparé avec la forme propofée x i -h 2 x 3 4- 4a- 2 4- 2^-4- 1 
fournit ces deux égalités ^ + & pq 4-2—4 ou pq — 2. 

Donc il y aura [p~q') ï ~ 0 > + y) a ~ 4 P 4 = 4 ~ + 2— - 4) & 
partant p~q~ Ÿ^4 — îV~ l: d’où nous tirons ces valeurs; 

p m 1 -f- V — I & y ” 1 — y — 1 

de force que l’équation propofée : 

H- 2 ^ 3 •+- 4 ^ 2 2x H- 1 rz 0 


eft 
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ei(t maintenant réduite à ces deux fa&eurs du fécond degré : 
(j'.vH-(t-h‘V / -i)-f-4~0 (x*-h ( i — V— I ) * ~f“ i ) — ® 

qui font a la vérité imaginaires. 

$.11. Mais pour décider s’il efl pofïible ou non, de réduire 
cette équation à deux faveurs réels du fécond degré , il faut chercher 
fes quatre facteurs fi m pies, pour voir fi l’on en peut combiner autre- 
ment deux à deux , afin qu’on parvienne à des produits rééls. Or 
le premier fafteur double .v .v-H + ~Ÿ — i} *vH - 1 donne ces deux 
faveurs fimples : 

*r — f- Ci - 4 -V—i) -f— 2 V &V— r — 4) — 0 
jf + ^i+V-O — {V (iV-i-4) —o 

& l’autre fafteur double .vn* -f— (1— V— l)-* -f— l donne oes deux 
fa&eurs fimples : 

-+- iV (-1V-1-4) —o 
jr-Hi(i-V-i) — iV C-2V-I-4) =0. 

Il s’agit donc de voir, fi le premier fafteur fimple étant multiplié par 
le troifieme ou le quatrième produit un facteur double réel ou non? 
puisque nous voyons déjà, que le produit du premier par le fécond et 
imaginaire. 

$, 11. Cependant il n’eft pas fi aifé de rcconnoitre fi les pro- 
duits, qu’on trouve par ces multiplications du premier fafteur par le 
^me ou i e font réelles ou imaginaires, & la difficulté naît des ter- 
mes imaginaires V 1 -4) & V (-2 V-i -4), donc on ne 

peut pas comparer l’imaginaire avec celui des autres nombres 1 4 -V— i 
& 1— V— 1. Or je remarque que la formule V(iV— 1 — 4) peutfe 
réduire à une telle forme » — f- v V — I , & alors f autre formule 
i/( — 1 V— 1—4) deviendra égale à u — v V— 1. Car faifant ces 
égalités : 

V(îV— 1-4) — u-\~vV— 1 & V{— îV— ï— 4)— «— 1 vV—l 

F f 2 & pre- 
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'& prenant les quarrés, on obtiendra celles-cy: 

T-V— I— 4 ~««— VW+2 UvV— I & — 2 y~ I— ft>— 2 ttvV— I 

d’où Ton tirera : — 4 ~uu~vv& 2 V — 1 n: 2 uv V— 1, ou b; en 
i-v— mh” 4 & «uni. Et enfuitc onformera; 

(vv-\-uuf ~{vv— uu ) 2 4 «art; — 16-1-4” 20; deforte que 
v 7: -h » — Y 2 o "2 V5. Delà on trouvera enfin 
uv 5 h-2 , « h ZZ V 5 — 2 & par conféquent 

v~V (7/5+2) & »= V(K5-2). 

$. 13. Ces deux valeurs de v &« étant réelles, fubftituons 
les dans les expreflîons des quatre faveurs fimples trouvés cy-defius ; 
& ces fafteurs deviendront : 

I. xylÇiyV— l)-\-%(jtyvV— 0— ’ ^+ï(î+«3+iC I “ + ’ t '0 V — 1 

II . (i-»)+$(i-v) V-i 

III . x H- -J ( I — — I ) "b -J ^ V — I ) — X— (- 2 (1 H - w) “ y ( I ~Hv) V" — ï 

IV. . v+ ^ (i— V— i) — y(k — vV— i) rzx-hi C I — u ) — i (1— 1 y) Y— 1 

Maintenant il eft clair que le produit du premier par le troifieme de- 
vient effeftivement réel, de même que celui du fécond par le quatriè- 
me. Car on aura 

le produit du I par le 111 “ (V-f- y (H-iO ) 2 H- | (iH-i>) 2 
le produit du II par le IV “ (^+1 C I — «) ) 2 H- ^ (l — v) 2 
Voilà donc Té quation propofée : 

x “* -h 2 jt 3 H- 4-r 2 H- 2.r H- I ZZ o 
léduite à ces deux faveurs réels du fécond degré 

XX + + X -h Y “h T + H C vv-huu) ™ O 

XX -y 0 “O * H- T — i Qtyv) -h \ (yv + uv) ~ O 

oùeft vZZY CV5 + 2); »IZ V(V 5 - 2 ) & 2 y 5. 

$. 14. 
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$. t 4. Cet exemple nous conduit à un problème plus général, 
qui ne manquera pas de tous éclaircir déjà confidérablement fur le fu- 
jet en queftion. Ce problème regarde cette équation du quatrième 
degré , plus générale : 

x* H- a x 3 H- (£ + 2) xx+ ax ■+■ 1 — o 

qu tl faut y (fou dre en deux facteurs doubles ou du fécond degré } qui 
fenent réels. 

Pofons dabord ces deux fafteurs de la forme fuivante 
{xx p * H- I ) (xx H- q x H- I ) “ o 
& on voit d’abord qu’il faut qu’il foit; 

p-\- q~ a &p q~zzb d’où l’on tirera 

±*J & _ 

11 2 

Donc toutes les fois que <7*7 > 4b le problème eft refolu , vu que les 
deux faÛeurs fuppofés deviennent réels. 

§. 15. Mais lorsque aa < 4^,ces deux faÛeurs feront imagi- 
naires, & ne fatisferont pas à la queftion. Dans ces cas il faut conli- 
derer les faÛeurs fimples qui feront; 

I. x -+• 5 p H- -J 1/ (.PP — 4 ) o 

II. x-\-\p — l V (pp~ 4) zz o 

III. -r + ï ÿ + 1 V ( ? 7 “ 4 ) — 0 

IV. x-r-Xq — W {qq — 4) =0 



a 4- V (aa 

P = “Z" 


Fofons 4^ ” an H- cc, puisque a a < 4 b & on aura 

a 


A cV - 1 «-fV-i , 

p — oc q — donc: 


V(pp- 4) —t V .(aa — cc - 1 6 -+■ 2 ac V- 1) & 
y (H “ 4 ) — ■; V (aa — cc~i 6 — 2 acy—i) 

Ff 3 
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Ces deux formules étant imaginaires, foit: 

Y (rttf — ce ~ 1 6 + 2 a c V — 1 ) ~u -h v V — 1 Ô£ 

V {an— ce — t 6 — îtf c V - 1) ~u — u ]/ — 1 
& de là nous tirerons: 

uu — vv~aa — cc— 16 Ôtuvzzac 

16. Ces égalités nous fournïflànt celle-ci; 

[uü+vv) * ~ {aa—cc— 1 6) 2 -h 4 aa ce ~ (/r/H-ff) 2 —3 2 (<m— cc) 4- 25 6 
donc vv -huuzz. y Ç(aa + cc) z — 32 (/r/z — c r) 4- 25 6) 
or cette quantité irration elle renfermant après le ligne radical la fomme 
de deux quarrés, fera toujours réelle, & meme là valeur fera plus 
grande que aa — ce — i 6 ~uu — vv ou que vv—uu~i 6 +cc—aa. 
Nous aurons donc les valeurs fuivantes réelles pour i>& «, fa voir : 

y y ( 0 ™+f 0 *- 3 î («tf— ff)+îj6) 4 -i 64 -rr-dd 

V ((flfl+rr) 1 (ff/J— f f) 4-256) — lÔ-ec-ba* 

2 

& remettant pour ce là valeur 4 J — rf/z, on aura 

t>“ V(V(4 ^^-i 6 (rtÆ-2^) + 64 )-f -8 + 2^- /r/r) 

« — ")/ (4^—16 (fld— 2^) + 64) — 8 — il 

ou bien: 

î; 7Z V (2 V ((£ +4) 2 ,— 4 rtr) 4-8 4 - 2 £ — a a) 

a — > / {^2l / (C^4-4) 2 — 4 * rf) — 8 — 2 é 4 - a aÿ 

§. 17. Ayant trouvé ces valeurs réelles pour v & u dans le 
cas où 4 £ > /z a uu4^ “aa-f rr, nos quatre facteurs limples 
imaginaires feront. 


I* (ï* 4— 
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ï- («+p)y-i" .v+f (/7 -hk)+-^ (<+i;) v^- 1 

n. .r+l (a— fl^-i) — ^ (w-f-iï) y-IIZA'+l (a— (f— i>)y~I 

Iir. x-h% {a+cV-i)-i-l [u—v) y-i— r+^ (a+«) — ^ (r-K')y~I 
IV. .v-+- £ (a — ry - 1 ) — (« — u) y » i~r+ j [a — «) — | ( c — v)Y ~ 1 

d’où il efL clair que les produits du I. fafteur par le III & du II par 
le IV font réels, devenant : 


x x 4- ï (a -+-*/) x -h (a a -f- c <■} + •pj Qi u~\~v v) -H y (jt u + cv) 
xx 4 -^ (a — ti) x H~ 7 J (Wri-ff) + ~ ( uu-hvv ) — £ (« » + f *0 
où il faut rem arquer que a a+cczz^lr, vv^-uu~4\V{ib->r ^‘) 2 — 4 tf/ 0 

§. 18. Pour exprimer plus commodément la valeur de a u+cv 
cherchons en celle du quarré, aauu + ccvv+'iacuv. 

aauitzz. 2 aaV ((£+4) 3 — 4 a a) — $aa — 2 an b -h a* 

-h 3 2b H- sbb—^aab 

— 8 a a — 2 an b -b/7 4 
2 acuVZZ 2 aacc— 8 aah — 2 a*\ donc nous aurons 

{au-¥c o) 2 ~ 8^ V ((^H-4) 2 — 44/7)4-32/'— ï 6 aa+sbb 
& la racine quarréc fe trouvera: 

au-k-cvZL. 2V (?.bb-\-%b— 4aa- s r2l'ÿ ((£+ 4) 2 —4/7/7)) 

& partant les deux facteurs réels cherchés feront dans le cas 4 b > a al 
A’X + ^^^ri-T^yC^y C ^+4) a —4 aa') — 8 — 2 £4-4/7) 

-fc i H £ y ((H 4 ) 1 2 ~ 4 *'d + ?y ( 2 ^ + 8^-4 «a + 2£y((£ -f 4 ) 2 -4^)) 
? xY Ç2V ( (£-b4) 2 “4«/0 — 8 — 2b 4-tf/ï) 

^y (X''+4) 3— - 4 ,w 0 — (zbb\ %b— 4'//ï-}-2jy((J-(-4) 2 — 4/74)) 

$. 19. Par ce cas particulier on comprendra plus anément ce 
que je veux prouver en général, c’eft que toute équation, de quelque 

degré 
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degré qu’elle foit , eft toujours réfoluble en des facteurs réels ou Am- 
ples ou doubles. Ou puisque deux fafteurs Amples joints enfemble 
produifent un fa&eur double , il faut démontrer que toute équation 
d'un degré pair comme 

Ar lw_I H- B je 3 ” -1 4- &c. , . . 4-N”o 
eft réfoluble en m fa&eurs rééls doubles de la forme -v x -+* p x -J- r, 
& qu’une équation d’un degré impair comme 

' - 1 - A -f- 4- . . . . 4-N = o 

a premièrement un facteur Ample réel , & enfuite m fafteurs doubles 
auilî tous réels. Pour cet effet je déveloperai les proportions fui- 
vantes, qui conduiront à la démonflration de ce que je viens d’avancer. 

Theoreme. I. 

20 . Toute équation d'un degré impair dont U forme géné- 
ral tjh: 

x 2 «+i _p- A x 2m 4~ B* 2m ~ l 4- Cx 2m ~ 2 4- 4- Nrr « 

a toujours une racine reeüe au moins , fi elle en a plu fieur s , leur 
nombre fera impair. 

DEMONSTRATION. 

Qu’on pofe 4—A.r 2 w 4~ B x 2 m 1 —f- .... 4 — N “ y 

& qu’on confidére la ligne courbe exprimée par cette équation: & il - 
eft évident qu’a chaque abfciflea-ne répond qu’une feule appliquée y 
qui fera toujours réelle; & que là où l’appliquée y évanouit, la .va- 
leur de l’abfcifle jr fera une- racine de réquation propofée. Donc cet- 
te équation aura autant de racines réelles qu’il y a d’endroits, où l’ap- 
pliquée y évanouit, ce qui arrive là, où la courbe traverfe l’axe des ab- 
lciiïes ; deforte que le nombre des racines réelles fera ega! au nombre 
des interférions de la courbe avec l’axe, fur lequel on prend les ab- 
fdffcs. Pour juger donc du nombre de ces înterfeftions,pofons pre- 
mièrement l’abfcilTe x pofirive & infiniment grande ouar“X. & i! 

eft 
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eft clair, qu’il deviendra alors y — OO 2 '” 4 ' r =r00,d'oùil s'enfuit 
que la branche de la courbe, qui répond aux abfcifres pofitives infinies, 
fe trouve au delïus de l’axe, puisque fes appliquées y font pofitives. Or 
pofant les abfcilTes négatives & suffi infinies ou .t “ — OO* il fera 

y — f — OO) “ — OO ; donc les appliquées feront ici néga- 

tives, & la branche delà courbe fe trouvera au deffous de Taxe. 
Cette branche étant continue avec l'autre fituée au deffusde l’axe, il faut 
abfolument que la courbe traverfe quelque part l'axe, &fi elle le traver- 
fe en plufîeurs points, le nombre de ces points doit être impair. D’où 
il s’enfuit que l'équation propofée aura necelfairement une racine réelle 
au moins, & H elle en a plufîeurs, que leur nombre fera toujours im- 
pair, C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. 

il. Donc puisque le nombre de toutes les racines de l’é- 
quation propofée eft “ im~\r 1 ou impair, & que le nombre des ra- 
cines réelles eft auflî impair, il s'enfuit que le nombre des racines ima- 
ginaires, s'il y en a, fera toujours pair. 

Theoreme. IL 

11 . Tout: équation d'un degré pair , dont la forme géné- 
rale' eji : 

. r 2W A .Y B-r 2fW ” 2 -h . . . . -+-N = 0 

ou naîtra aucune racine réelle , ou fi elle a des racines réelles , leur 
nombre fera toujours pair. 

DEMONSTRATION. 

Confidérons encore la courbe exprimée par cette équation 

+ + +N-_v 

Cg 
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qui ne confinera que d'un feul traie continu , puisque à chaque abfcifle 
x il répond toujours une feule appliquée. Pofons x “ 4 - 00 & il 
fera aufli y “ + 00 î donc la branche de la courbe, qui répond aux 
abfcifîes pofitives infinies, fera fituée au deflus de l’axe. Or pofant 
je ” — O© » on aura pareillement y “ {— OO ) + QO ■> de 

forte que la branche de la courbe, qui répond aux abfciiïes négatives 
infinies, fe trouvera aufli au deflus de l’axe. Donc il fera pofïihle que 
la courbe ne traverfe nulle part l’axe des abfcifles; &fi elle patte quel- 
que part par l’axe, pour defeendre dans la région au ddïous, il faut 
qu’elle y repafle pour retourner dans celle de deflus. Par conféquent 
fi la courbe traverfe l’axe, il faut que le nombre de toutes les interfé- 
rions foit pair. Donc puisque chaque intcrfc&ion donne une racine 
réelle de l’équation propofée, il s’enfuit ou quelle n’aura point du tout 
de racines réelles, ou fi elle en a, que leur nombre fera toujours pair. 
C.Q.F.D. 

COROLLAIRE, 

§. 23. Puisque le nombre de toutes les racines, tant réelles qu* 
imaginaires, de l’équation propofée eft rz 2 m, & partant pair, & que le 
nombre des racines réelles, fi elle en a, cft aufli pair, il s’enfuit que le 
nombre des racines imaginaires, fi elle en a , cil aufli pair. 

SCH 0 L 1 E. 

§, 24. Ces deux Thcoremes avec leurs démonftracions font dé- 
jà fi connus, que j’aurois pu m’y rapporter fans les détailler. Mais 
comme ils renferment le fondement de toute la Théorie, donc il s’agit 
ici : que le nombre de toutes les racines imaginaires d’une équation 
quelconque eft toujour pair: j’ai cru en devoir tirer le commencement; 
& cela d’autant plus que le theoreme fuivanr, qui n’eft pas fi générale- 
ment connu, demande une dtmonftration femblable. 

Theoreme III. 

■ÿ. 25* Toute équation d'un Jegrf pair quelconque^ où le dernier 
rsime , ou Tabfoh % a une valeur négative } comme 

x 3m 
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a toujours deux racines réelles au moins , /’««<? poftive O 1 l'autre né- 
gative. 

DEMONSTRATION. 

Pofant X*” Ajfiw-i -f- « O 0~y 

pour confidérer la courbe exprimée par cette équation , nous venons 
devoir, que cette courbe s’étend des deux cotés à l’infini au deflus de 
l’axe. Or pofant xzizo, nous aurons y zz — O O , & partant le 
point de la courbe qui répond à x~o,fe ra au delïous de l'axe; il faut 
donc que la courbe pâlie de ce point de l’un d: l’autre coté par l’axe 
pour monter au delïus. Donc puisque chaque interfeftion donne une 
racine réelle de l’équation propofée, & que de ces deux interférions 
l’une doit répondre à une abfcine x affirmative, l’autre à une négative, 
il eft certain que l'équation propofée aura au moins deux racines réel- 
les, l’une pofitive, l’autre négative. C. Q. F. D. 

COROLLAIRE. 

$.26. Cette démonftration nous fait aulïi comprendre, que quand 
une équation fembtable à la propofée aura plufieurs racines réelles po- 
fitives,lcur nombre fera impair, de même le nombre de toutes les ra- 
cines réelles négatives fera aufîi impair. 

Theoreme IV. 

27, Toute équation du quatrième degré , comme 
x* A* 3 -f- Bx 2 - 1 - C* -}- D zz o, 
fe peut toujours décompofer en deux fadeurs réels du fécond degré, 

DEMONSTRATION. 

Or. fait que pofant x zz:j — l A, cette équation fe change dans 
une autre du même degré, où le fécond terme manque;& comme cette 
transformation fe peut toujours faire , fuppofons que dans l’équation 

G g 2 propo- 


propose le fécond terme manque déjà, & que nous ayons cette équa- 
tion 

a* 4 — J- B a' 2 *4— Cx —J- D “ o 
à réfoudre en deux fa&eurs réels du fécond degré; & il eft d’abord 
clair, que ces deux facteurs feront de cette forme 

(.T AT— j- «AT— j- Cl) (aTAT — UX -J - | 3 ) ZZ O 
dont comparant le produit avec l'équation propofée,nous aurons ; 

B~a — j-|3 — C zz ()3— a) u ; D zz a f3 

d'oùnous cirerons; 

C 

a -f- /?“ B-4~ u u ; (3— a— — 

c c 

dr partant 2 j 3 — u a — }- B — j- — , & 2 a zz u u -j— B 

ayant donc 4<xf3iZ4D, nous obtiendrons cette équation 

C C 

» 4 - 4 - 2 Buu - 4 - B B “ 4 D ou bien 

u u 

1 1 c —J— 2 B » 4 —J— (BB — 4D)a« — CCzzo 

d’où il faut chercher la valeur de u. Or puisque le terme abfolu — CC 
eft dïentiellement négatif, nous venons de démontrer, que cette équa- 
tion a au moins deax racines réelles ; prenant donc l'une ou l’autre 
pour 7/, les valeurs a & )3 feront également réelles, & par conféquent 
les deux facteurs fuppofés du fécond degré xx -H ux -4- a & 
,-r x — ux-j-@ feront réels. C. Q. F. D. 


COROLL. I. 

§, 28. Toute exprelfion donc du quatrième degré, 

■* 4 4 - a* 3 4- B.r 2 4 - H- D 
quoique tous fes quatre fafteurs limples foient imaginaires, fe peut tou- 
jours décompofer en deux faveurs réels du fécond degré : ou bien 

chacun 
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chacun des quatre fafteurs fimples a parmi les autres fon compagnon, 
par lequel éunt multiplié il produit un produit réel. 

COROLL. H. 

$. 29. Et, fi une exprefiion d’un degré quelconque n’a que 
quatre faveurs fimples imaginaires, puisque leur produit eft réel , & 
compris dans cette forme jr 4 — |— A.v 3 — |— Bx 2 — |— C — | — IJ , il 
eft aufïi certain, que ce produit eft réfolubïe en deux faveurs réels du 
fccond degré, dont chacun renferme deux fafteurs fimples imaginaires. 

CORÜLL. 111. 

30. De la il eft aufti évident, qu’une équation quelconque du 
cinquième degré eft toujours réfolubïe en crois facteurs réels, dont un 
eft fimple & deux doubles 00 du fécond degré. Car cette équation 
ayant une racine réelle, aura un facteur fimple réel, & l’autre fafteur 
étant duquatriéme degré, fedécompofe en deux facteurs doubles réels. 

COROLL. IV. 

$.31. La réfolution des équations en faüeurs réels, ou fimples 
ou doubles, eft donc prouvée pour les équations du cinquième degré 
& pour tous les degrés inferieurs. Mais ce theoreme n’eft pas fuffifant 
à prouver cette réfolution pour aucun degré fuperieur, à moins que le 
nombre des racines imaginaires ne foie plus petit que 6 . Car alors ce 
nombre fera ou 4 , ou 2 , ou o, & dans tous ces cas la poflibilicé de 
cette réfolution eft évidente. 

SC HOUE I. 

32. J’ai déjà prouvé cy deflus que cette équation du qua- 
trième degré, x 4 — j— a x 2 — |— (b -f- 2).r 2 — |— ax — |— 1 mo, qui 
n’eft qu’un cas particulier de la générale de ce degré, que je viens de 
confidérer ici, eft toujours réfolubïe en deux facteurs réels du fécond 
éegré. Or cette réfolution , qui a été a fiez embar raflante dans le cas 
4 /; > nn^ fe déduit immédiatement de la méthode employéedans ce 
theoreme, fans avoir égard à la forme des racines imaginaires. Cet 
afage me paroit a fiez important , pour que je fafle l’application de la 

G g 3 réfo 


réfoltition générale à ce cas. Or pour éviter les fra&ions r pofons 
a~4c & b > 4c c , de forte que l’équation à réfoudre foie: 

* 4 — f— 4 c x 3 ■+■ xx —h* 4 cA* —J— i mo. 

Maintenant pour ôter le fécond terme foit X—y — c & notre équa- 
tion prendra cette forme : 

y 4 -+- (7-\~b~ 6 c c)y 2 -+- (8 c 3 - 2 b c )y -4- 1 - 1 cc-\~ bcc~ 3 c 4 ”o 
dont fuppofant les fafteurs réels du fécond degré 

iyy-t-uy-t-à) Cyy— = o 

à caufe de 

Bzi2—i—b~ 6cc\ Czz$c 3 -ibe* & D~ T- 2r c — |— bc c - 3 c* 
pour trouver u nous aurons cette équation à réfoudre : 

-f (4 + - 1 2 cc)u* -f (é// + 4^ ~ \ 6 bcc~l 6 cc-\- 48c 4 )» 2 - 

4cc facc-b') 2 ~ o 

tjui étant divîfée par uu-\- b~4cc donne 

u 4 (4— 1 — b — 8 ce) u * — 1 — i6r + -4^rr”0 

Or le premier facteur u u— \-b~ 4 c c étant pofé~o, ne donne que des 
valeurs imaginaires pour u , a caufe de b > 4 c c : donc il faut chercher 
quelque valeur réelle de l’autre équation, d’où l’on tire 

uu~~ *1 ~ ^ b 4- 4c c zt V - 1 6 ce') 

& la valeur réelle de u fera : 

uzz V (^VC(' 1 +lb) 2 -i6 cÿ - <l ~ \ b-\- 4cc^ 
ou bien remettant a a pour 16 cc 

U — \ v (*V C (J+4) 2 - 4*^0 " 8 - 2 b 4 -aa) 

d’où l’on trouve les mêmes faveurs, qui ont été aflîgnés cy-deflùs. 

SCHOLIE II. 

$.3 3* La force de la démonftration de ce Theoreme revient 
à ce que l’inconnue u fe déterminé par une équation du 6 me degré, & 
que le dernier terme de cette équation cft efl'enticllemenc négatif. 

L’une 
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L'une & f autre de ces deux circonftanccs fe peut découvrir par le feul 
raifonnement, fans qu’on ait befoin de chercher l’équation même, qui 
renferme l’inconnue u. Donc puisque dans la fuite, où je paflerai à 
des équations de plus hauts degrés, il ferait trop difficile & même im- 
po/fible de trouver l’équation, par laquelle l’inconnue u eft détermi- 
née; il fera important de découvrir les deux cïrconftances mention- 
nées par le feul raifonnemenr,pour l’équation propofée du quatrième 
degré, afin de frayer le chemin pour mettre en ufage ce même raifon- 
nement, lorsque l’équation propofée fera d'un plus haut degré. 

Soit donc l’équation propofée dégagée déjà du fécond terme 
x 4 — {— Bx 2 — Cx -f- D “ o 
& pofant les quatre racines de cette équations 

.rzza; x — b 

d eft d’abord clair que la fomme de ces quatre racines 
Û H- b -4- C H- b fera égale à zéro. 

Enfuite pofant en général un des fa fleurs doubles de cette équa- 
tion xx — ux-i-fi ou x x — ux -(- jS zz o, il eft certain que u fera 
la fomme de deux racines quelconques des quatre fuppofées a, 6, c,b. 
Donc cette lettre « regardée comme notre inconnue peut avoir autant 
de valeurs differentes, qu’il y a de diverfes combinaifons de deux let- 
tres prifes de ces quatre b 5 C, b- Or ce nombre de combinaifons 

étant comme on fait — — —6, la lettre u eft fufceptible de 6 va- 
leurs differentes , éé non de plufieurs. Donc la lettre u fera détermi- 
mée par une équation du 6 *”* degré, qui aura les fix racines fuivantes: 
I. u ~ û+b ; II. u ~ a c ; III. u— a-+- b 

IV. »— c + b ; V. » — 6 + b ; VI. » ~ b h- c 

Donc puisque a + b-fC + b — o» fi nous pofons les trois premiè- 
res de ces fix racines : 

I. u zzjj j II. w — q ; ni. u — r 

les 
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les trois dernières feront : 

IV. u~~-p; V- nzz — q\ VI. — r 

de forte que le négatif de chaque valeur de u fera auffi une valeur de u. 

Sachant maintenant ces fix racines , lequation qui les fournira 
toutes fera : 

(«—/>) («— (»— r ) («+/) (»+?) 0+ 1 ') =o 

ou combioanc par toutes les deux enfemble, dont l’une eft la négative 
de l’autre, nous aurons : 

[itu—pp) {uv — qq) («« — rr) “o. 

ce qui donnera une équation du fîxicme degré , ou toutes les puiflan- 
ces impaires de u manquent, tout comme nous l’avons trouvée dans 
la démonftration du Theoreme. 

Mais je remarque de plus, que le dernier terme confiant de cette 
équation fcra“ — pp. — qq.—rr.~—ppqqrr^ lequel étant donc 
un quarré avec le figne — ,fera eflfentiellemcnt négatif. D’où il s’enfuit 
que cette équation aura ncce flair cm eut au moins deux racines réelles, 
dont l'une ou l’autre prife pour u donnera un fafteur réel double de 
l’équation propofée. Voila donc une autre démonftration du Theoreme 
propofé , à laquelle feront femblables celles des theoremes fui van s. 

Or on m’objectera fans doute, que j’ai fuppofé ici, que la quantité 
pqr étoit une quantité réelle, & que fon quarré ppqqrr ét oit affir- 
matif ; ce qui étoit encore douteux, vu que les racines fl, b, c, b, étant 
imaginaires, il pourroit bien arriver , que le quarré de la quantité 
pqr , qui en eft compofée, fut négatif. Or je réponds à cela, que ce 
cas ne fauroit jamais avoir lieu; car quelque imaginaires que foient les 
racines fl, 6, C,b, on fait pourtant qu’il doit y avoir 

fl — (— 6 H- £ — ■ |— b — ° 
fl b -J— ci c a b -f- b c — I — b b -J— c b ” B 
fl b c — ■ I— ü b b - ■ (— û c b -4- b c b — C 
a b c b ~ D 


CCS 


® 241 @ 

ces quantités B. C. D. étant réelles. Mais puisque p “ ci ’-f- b; 
f— Q-HCî — fl-f-b, leur produit 

pqy— (a + b) (fl + C) (fl + b) 
eft déterminable, comme on fait, par les quantités B, C, D, & fera par 
conféquent réel: tout comme nous avons vu, qu’il eft effeftivement 
pqr~ C, & pp qqrr—CC. On reconnoitra aifément de même, 
que dans les plus hautes équations cette même circonftance doit avoir 
lieu, & qu'on ne fauroic me faire .des obje&ions de ce coté contre les 
démon [frai ions fui vantes, 

Theoreme V. 

$. 4. Toute équation du S'” f degré ejl toujours refo lubie en deux 
faveurs réels du quatrième degré. 

DEMONSTATION. 

Ayant fait évanouir le fécond terme, l’équation propoféc du 8»* 
degré aura cette l'orme : 

jt * H- B.v s -|- Cx s H-Dx 4 -bE * 3 -h F * 2 H- G* -h H “ o 
dont les deux fa&eurs du quatrième degré en général feront 
je 4 — u .r 3 H- a x z * 4 - (b x -j- y ” 0 
a- 4 -t ~u -r 3 S jc 2 H- £ x -h d, — o 

Si nous égalons le produit de ces deux faveurs à l’équation propoféc, 
nous obtiendrons 7 égalités, c'eft à dire précifément autant qu'il y a 
de coëfficiens inconnus u, a, Æ, y, $, f, £ De ces égalités on élimi- 
nera fecteffi veinent les lettres a, j 3 , y ; § 7 s 7 <f, ce qui fe pourra faire, 
comme on fait, fans qu’on ait befoin d'aucune extraflion de racine; de 
forte que les valeurs de ces lettres feront toutes exprimées réellement 
par les quantités connues B, C,D,E,F,G,H, & l’inconnuë u : & en- 
lin on parviendra à une équation, qui ne renfermera plus que l’inconnuë 
u avec les quantités connues, de laquelle il faut chercher la valeur de u; 
&■ cette valeur étant trouvée réelle, les Valeurs des lettres éliminées 

Mijnoirts Jt l'.1cAd<Wt< Tom. V, H h } , 
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c, jS, y, Sic. feront au ffi réelles, & partant, les deux fa&eurs fuppoféa 
du quatrième degré également réels. 

11 s’agit donc de trouver l'équation , qui nous détermine la va* 
leur de u. Or en général » exprimera la fomme de quatre racines 
quelconques de l’équation propofée , dont le nombre de toutes les 
racines étant ~ 8, la lettre u aura autant de valeurs differentes, qu’il y 
a de diverfes combinaifons de 4 racines prifes des huit de l’équation; 


ainfi le nombre de toutes les valeurs de u fera “ 


8. 7. 6 . 5. 
1. 2* 3* 4* 


70. 


départant l’inconnuë » fera déterminée par une équation du 7o ro * de- 
gré. De plus fi nous fuppofons que p foit-une des valeurs de p fe- 
ra la fomme de quelques quatre racines de l’équation propofée, & la 
fomme des autres quatre fera zz—p, puisque la foirme de toutes les 
huit racines eft ” 0. Ainfi fi u — p eft un fafteur de l’équation du 
degré, u+pen fera un auffi, & partant joignant ces deux fa- 
fïeurs enfemble, uu — pp fera un fafteur double ou du fécond degré 
de ladite équation du 70^ degré. Par conféquent cette équation 
aura 35 fafteurs de la forme uu — pp , ou elle fera un tel produit 

[uu — pp) [uu — q 7) (uu — rr) [uu — rr) &c. 


le nombre de ces fafteurs étant ”35. Donc le dernier terme ou le 
terme abfolu de cette équation fera le produit de 35quarrés négatifs, 
& par conféquent aufiî un quarré négatif comme — pp qq rr js&ic. 
àcaufe du nombre 35 impair. Or la racine de ce quarré, pqrj&ic. 
eft une quantité réelle déterminable par les coëflkiens B,C,D,E, Sec 
de l’équation propofée, & partant fon quarré />/> qq rr s s &c. une 
quantité pofitive. Donc le coefficient inconnu u étant déterminé par 
une équation du 70^ degré, dont le dernier terme eft effentiellement 
négatif, cette équation aura au moins deux valeurs réelles, dont l’une 
étant pofée pour u fournira un fafteur réel du degré de l’équation 
propofée, qui fera par conféquent réfoluble en deux fafteurs réels du 
4 OTf degré. C.Q.F.D, 


COROLL. 
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COROLL. T. 

$• 35* O r chaque fafteur du 4 mf degré étant réfoluble en deux 
fafteurs réels du fécond degré, il s’enfuit que toute équation du huitiè- 
me degré eft toujours réfoluble en quatre faftcurs réels du fécond de- 
gré de la forme xx -+- px -h q. 

COROLL. IL 

$. 3 6. On voit aufïi que toute équation du neuvième degré 
eft réfoluble en un fatteur fimple réel & quatre fa&eurs doubles ou du 
fécond degré également réels. 

COROLL. III. 

$. 37. Cette propofition nous faitauffi voir, que la même ré- 
folution en faveurs réels ou fimples ou doubles, doit avoir lieu dans 
toutes les équations du ou 7'”*'' degré. Car on n'a qu’à multi- 
plier une telle équation, ou par x .r, ou par x, pour la réduire au hui- 
tième degré. 

S CH O LIE. I. 

$. 3 8. Ayant multiplié une équation du fixiéme degré par xx, 
pour avoir une du s m< degré , les deux fa&eurs du 4 W -* degré de cclle- 
cy renfermeront ce multiplicateur xx, qu’il en faut par conféquent re- 
trancher, pour avoir les faveurs de l’équation propofée du 6 mt degré. 
Or ilarrivera,ouque l’un des deux faveurs du 4 r,f degré contiendra 
ou que chacun en contienne x: dans le premier cas on aura après la 
divifton par-v^un fafteur réel du fécond degré & un du 4**; qui 
étant fêparé en deux du fécond, nn aura les trois facteurs doubles de 
l’équation propofée. Or dans l'autre cas divifant chaque fafteur par x , 
on obtiendra deux faveurs réels du $ me degré, dont chacun renferme 
un fafteur fimple réel: de forte que dans l'un & l’autre cas l'équation 
du 6 mr degré fe réfout en facteurs réels, ou fimples, ou doubles. On 
verra de même, que les équations du degré font également réfolu- 

blcs en tels facteurs, puisqu’on fait que ces équations ont toujours un 
fafteur fimple réel, par lequel étant divifées elles feront réduites à des 
équations du 6"*' degré. 


Hh 2 
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SCHOLIE. 2. 

39, S’il paroit encore douteux, fi après avoir trouvé une 

■valeur réelle de w, les autres cocfficiens a, j 3 , 7, &c. feront auflî dé- 

terminés par des exprelfions réelles ; vu qu’il pourroit arriver que 
quelques unsrenfermeroient des quantités irrationelles, qui pourroient 
devenir imaginaires. Mais pour lever ce doute, on n’a qu’à regarder 
u comme une quantité déjà connue, deforte que le nombre des égali- 
tés, auxquelles il faut facisfaire, furpafle d’une unité le nombre des 
inconnues a, £, y, $ } &c. qui font à déterminer. Ainfi on éliminera 
l’une après l’autre de ces quantités , tant que cela fe pourra faire fans 
extraire des racines; cela étant fait, il reliera un certain nombre d’éga- 
lités, & le nombre des inconnues fera d’une unité moindre. Suppo- 
fons qu'il relie encore à déterminer quelques inconnues, dont chacune 
monte dans les équations a plufieursdimenfions. Dans ce cas onpeut 
toujours combiner deux égalités tellement enfemble, qu’il en réfuïte 
une, où l’in connue à déterminer n’aura pas plus d’une dimenfion,&de!à 
on tirera fa valeur par une exprelïïon rationelle. Suivant cette mé- 
thode on parviendra enfin à deux égalités, qui contiennent la derniere 
quantité inconnue, & à quelque dignité qu’elle y monte, on a dans 
l’algèbre des moyens d’en former par la voïe de combinaifun d’autres 
équations, où les puifiances de l’inconnue feront fucccilivem eut abbaif- 
fées, & enfin on parviendra à une équation, dans laquelle ne fe trouve- 
ra que la première puifiance de 1 inconnue, qui en fera par conféquenc 
déterminée par une exprefiion rationellejlaquclle étant fubflituéedans 
les valeurs des autres coèfliciens déjà trouvées, fournira auflî pour 
ceux -cy des expreflîons rationclles. De forte que lorsqu’on aura 
trouvé pour u une valeur réelle, les valeurs de tous les autres coëfïï- 
ciens le deviendront auflî nécdïairement. 

Theoremc VL 

40. Toute équation du 1 6 rr - ( degré tfl toujours rcfoîuhîe en 
deux fa&euvs réels du 8 mt degré. 

DEMON- 
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DEMONSTRATION. 

Ayant fait évanouir le fécond terme de réquation, elle aura cette. 

forme x l + B* 1 * + Cx 1 3 + Dx 1 2 + &c “ o. 

& le nombre des coefficients B, C, D, &c. fera“ 15. Suppofant 
donc fes deux faveurs du 8 me degré. 

je 8 — fix s -h yx 4 -h $x 3 + i x 2 + <fjr+î)~o 

J* È 4 - ux 7 +0 x e -b i.r 5 + K^- 4 -+-Ax' 3 -4-ftjr 2 + i'.r+ |rro 


fi l’on égaie le produit de ces deux fafteurs a l'équation propofée, on 
obtiendra 15 égalités, desquelles il faut chercher les valeurs des coeffi- 
cients k, a, fî, y, &c. dont le nombre eft auffi — 15, de forre que 
c’eft un problème déterminé. Donc fi nous pour le commencement 
regardons le coefficient u comme connu , nous aurons une égalité de 
plus, que des inconnües a, £, y, <l*c. & partant on en pourra tirer 
leurs valeurs déterminées par u ôi B, C, D, E, &ç. fans avoir befoin 
d’aucune extra&ion de racine: ces valeurs feront donc rationnelles & 
parconféquent auffi réelles pourvu qu’on ait une valeur réelle pour ». 
Tout revient donc à démontrer, qu’il eft toujours poffible de trouver 
une valeur réelle pour le coefficient u. Or ayant éliminé fucceffivc- 
ment toutes les lettres a, S. y, &c. on parviendra enfin à une équa- 
tion compofée des cociliciens connus B,C,D,E, &c. & de l’inconnue 
», qui y montera à un certain degré de dimenfions, dont l’expofant fe 
conclura par ce raifonnement. La quantité u marquant en général la 
fomme de 8 racines quelconques prifes des 16 racines de féqnarion 
propofée, il eft clair par les réglés des combinaifous, que la quantité 
» eft fufceptible d’autant de valeurs differentes, qu'il y a d’unités dans 
cette formule: 

16. 15. 14. 13. iî. 11. 10. 9 

d Z ZZ I 2 8 7 O 

X. 2. 3. 4. 5. 0. 7. s 


Donc l’équation, qui déterminera les valeurs de l'inconnue «fera rréces- 
fkirement du 12870 mt degré. Or puisque la fomme de coures les 16 

H h 3 racines 
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racines de l'équation propofée eft ~ o, fi la Comme de 8 quelconques, 
c. à. d. une valeur de u eft “/>, la Comme des 8 autres fera~ — p 
&i partant — p e 11 aufli une valeur de u. Ou bien fi n — p eft un fa- 
veur de l'équation, qui détermine u t u-+~p en fera suffi un fadeur, 
donc leur produit uu- pp renfermant les deux racines p & — p en 
fera ausfi un fadeur. Par conféquent cette équation fera compofée de 
4. 12870 zz 6435 fafteurs de la forme uu—pp y ou elle fera le 
produit de tels fadeurs : 

(un—pp) {uu—qq) (uu—rr') (uu — //) &c. — o 
le nombre de ces fadeurs étant “643 5 - Or ce nombre étant impair 
le dernier terme ou l’nbfolu de cette équation fera ~ —ppqqrrss &c. 
Pofant donc pqrs&c, “P, il eft certain, que P eft déterminable par 
les coëfficiens B, C, D, E, &c. en forte qu'il en eft une fondion ra- 
tionnelle, A: partant réelle. Donc le dernier terme de notre équation, 
qui doit fervir à déterminer fera ~ — PP, c. à. d. il fera cflentiel- 
lement négatif. De la il s’enfuit que cette équation aura née efiai re- 
nient au moins deux racines réelles, l’une affirmative & l'autre nega- 
tive, qui par conféquent étant prifes pour -4- u & — u fourniront deux 
fadeurs réels dus' 7 ”’ degré de l’équation propofée. C. Q. F. D. 

COROLL. I. 

§. 41. Donc puisque chacun de ces deux fadeurs du 8*' de- 
gré eft réfoluble en 4 fadeurs réels du 2 degré , il eft clair que toute 
équation du 1 6 degré eft réfoluble en 8 fadeurs doubles réels : &r 
une équation du i7 OTf degré ayant certainement un fadeur fimple réel, 
elle aura outre cela encore 8 fadeurs doubles réels. 

COROLL. II. 

§. 42. La même réfolubilité en fadeurs réels, ou fimplcs, ou 
doubles, aura aufli lieu en toutes les équations d’un degré inferieures 
que le t 6 me . Car multipliant une telle équation parjr, ou a- 3 , ou .r 3 
&c. pour relever au 1 6 degré, on en cherchera les 8 fadeurs doubles 
réels, desquels retranchant les fadeurs je, qui y ont été introduits par 

h 
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la multiplication , on aura les faéteurs réels de la propose , qui feront 
ou limples ou doubles. 

COROLL. ni. 

43. II eft donc démontré, que toutes les équations, qui ne 
furpalTent pas le 1 7 degré, font toujours réfolubles en fafteurs réels, 
ou Amples, ou doubles. 

SCHOL 1 E. 

$. 44. Si nous examinons la force de ces démonftrations,nous 
trouverons qu’elle confifte en ce que l’équation finale qui renferme la 
feule inconnue //, devient d’un degré pair & que fon dernier terme eft 
un quarré négatif * ce*qui eft arrivé dans la réfolution des équations 
du 4 mr , 8 me & i6 mt degré. On s’appercevra de même, que la der- 
nière circonftance du terme abfolu négatif ne fauroit avoir lieu, à moins 
que l’expofant du degré de l’équation pour u ne foit un tel nombre 
paircomme que fa moitié h eft un nombre impair: carie dernier 
terme étant le produit de » quarrés négatifs, deviendroit pofitif, fi n 
étoit un nombre pair. Et c’eft la raifon que notre démonftr2tion ne 
fauruit être appliquée à des équations du \2 me ou io me degré j car fi 
nous voulions opérer de la même maniéré fur une équation par exem- 
ple du 20 degré, en la décompofant en deux fafteurs du 10 degré 
comme je 1 0 H- ux 9 H- &c. & je 1 0 — ux 9 H- &c. après avoir fait 
évanouir le fécond terme, on verroit que la quantité u dût etre déter- 
minée par une équation du 


20. 19. 18- 17. 1 6.15.14- 13-12- Il 
1. 2. 3. 4* 5‘ 6- 7. 8- 9. 10 


~ 4. II. 13-17-19 degré 


dont la moitié étant encore un nombre pair, produiront le dernier ter- 
me de l’équation affirmatif, & on n’en fauroit plus tirer la conclufion 
dont nous avons befoin. Or pour peu que nous rcflechifïons fur 
cette circonftance, nous trouverons, que le dernier terme ne devient 
nécefiairement négatif, que lorsque l’équation propofée eft d’un degré, 
dont l’expofant elt une puiiTance de 2 , & partant la maniéré de dé- 
mon- 
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montrer, dont je me fers icL,n’aura lieu apres, que dans les équations du 
3 2 ™ & 64 ■« &c 1 28 w &c. degré. Or ces cas font fufiîfans pour notre 
dcfîein, puîsqu’ayant démontré la réfolubiîité en fadeurs réels pour 
des équations d’un degré quelconque , elle vaut aufli pour toutes les 
équations d’un degré inferieur. 

Theoreme VIL 

§. 45- Toute équation d'un degré } dont T expofant eft une puis- 
fan ce du binaire comme % n (« étant un nombre entier plu: grand quel) 
efi rcfotuble en deux fa fl an: réels du degré 2,"-' - 

DEMONSTRATION, 

Ayant fait évanouir le fécond ternie l’équation dont il s'agit, fera 
de cette forme : 


n 

t —a 


1 — î 


n 

1 


x -4— Bx Cx — j— Dx 

ou le nombre des coëfficicns B, C, D, dire, efl: ~ % u 
fons maintenant les deux fadeurs cherchés : 


&c. ~ o. 

1. Suppo- 


7J -1 


—1 


ux 


r,~\ 

1 — 2 


ax 


j3x 


W— I 

1 -i 


“■[ 11 &c. , o 


K~l fi — I *-t 

2 s — r i — j 1 — 5 

x —\-11x — f— Kx r~ fix — (— &c. • — o 

où le nombre des coëfficiens à déterminer », a, j3, &c. cil aufiî 
— 2*- i . Or la comparaifon du produit de ces deux fadeurs avec la 
propoféc fournit autant d’égalités , de forte que toutes les lettres 
a , j8, y, &rc. fe pourront déterminer par les connues B,C,D, &c. & u 
réellement fans extradion de racines ; or enfin pour déterminer l’in- 
conmi-ë u , on parviendra â une équation, qui aura pour expofant de 
fon deg’v, 

2 ls -0 0 “ -O O" - 3 ) (-” ' + 0 


comme 


comme on fait par les réglés de combinaifon. Soit N cet expo&nt du 
degré de l’équation pour», & en renverfant l'ordre des fadeurs du 
dénominateur, on aura; 


Nzz . 


2 % - I 


2* — 2 2 W — 3 2 n — 4 




-M 


— 1 ^ ! Y ^ ^ ^^1 _ y! ^ ^ 

& abaiflant chaque fradion aux pins petits termes : 

XT 2” — I 2 n ~ l ~l 2 n -3 î”' 1 -! 2 n ~ l +-\ 

2 * ““ ' * ““ ' • " • _ 4*44 1 


«—I 


2*" 1 -! 2 *^ 2 -I 


2 ” _ i— 3 2 n— 2 — I 


Or il eft feu r que ce nombre N eft entier, & puisque tant le produit des 
numérateurs que des dénominateurs eft impair, ce nombre fera impab 
renient pair, ou fa moitié un nombre impair; il fera donc en commen- 
çant par la derniere fradion; 


ft - — i 


1 


iN = r__L ï - — ± 1 - 


fl— 3 » - I 

2 43.2 +1 2 4.5 


n 

2 -I 

2”- 1 -! 


Mais puisque le fécond terme de l’équation propofée manque, fi p 
eft une racine u , il en fera — p aufli une racine, & partant uu — pp 
un fadeur double, & le nombre de tous les fadeurs de cette forme 
fera ~ 4 N c. à. d. un nombre impair. Par conféquenc le dernier 
terme de l'équation pour u fera un quarré négatif, ce qui eft une mar- 
que que cette équation renferme au moins deux valeurs réelles, l’une 
pour h & l'autre pour — u ; d'où l'on formera deux fadeurs réels du 
degré 2 "- 1 de l'équation propofée. C. Q. F. D, 

COROLL. I. 

4 6. Toute équation donc du $2’^ degré eft réfolubte en 
deux fadeurs réels du 1 6 me degré, & pariant par le cheoreme précé- 
dent aufli rcfulublc en 1 6 fadeurs réels du fécond degré. Ce qui doit 
s’entendre auftï de toutes les équations au dcïïous du 3 2« ( ' degré, 
qu'on pourra par ce moyen décompofer en fadeurs réels ou fimples 
ou doubles. 

Mcm, a t f Àcétà* Tum, K ï i COROLL. 
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C 0 R 0 LL. IL 

§, 47, Puisque enfuite toute équation du 64 me degré eflvéfo- 
luble en deux fafleurs réels du 32 wir degré, toutes les équations, qui 
n’excedent pas le 64 ou 6 5 m * degré, feront aufllréfo lubies en fafteurs 
réels tous,oufimplcs, ou doubles. 

COROLL. IU. 

$. 4S. De la même maniéré on étendra cette réfolubilicé en 
fafteurs réels, ou Amples, ou doubles, fucccflivement aux équations du 
12s 2 5<5 /rr , 51 i m ‘ &c. degré ; de forte qu’il eft à préfent certain, 

que toute équation de quelque haut degré qu’elle fuit, efl toujours ré- 
foluble en fa flair s réels, ou fimples,oudu fécond degré. 


SCHOLIE. 

$. 49. Voilà donc une démonilration complette de la propofi- 
tion , qu'on fuppofe communément dans l’analyfe & principalement 
dans le calcul intégral; par laquelle on prétend, que toute fontlion 
rationnelle d’une variable x comme x m (— &c, 

fc peut toujours réfoudre en fafleurs réels ou /Impies de la forme x+p 
ou doubles de la forme xx-\ — />*H— 7. C’eft de la pofïîbilité de cet- 
te réfolution , qu’on a tiré cette belle & importante conféquence, que 

P dx 

l’integrale d’une telle formule différentielle — - , ou P&Q marquent 

des fondions rationnelles quelconques de x } fe peut toujours expri- 
mer, ou algébriquement , ou par des logarithmes, ou par des arcs de 
cercle. Or pour ce qui regarde la foliciité de la démon Pration, que je 
viens de donner de cette belle propriété des équations , je crois qu’ûn 
n’y trouvera rien à redire, après qu’on aura bien pefé les remarques, 
que j’y ai ajoutées * cependant en cas qu’on voulut faire des difficul- 
tés de reconnoitre la bonté de ces démonftrations, je m’en vai ajouter 
quelques proposions relatives à ce fujet, qui ne font pas dépendan- 
tes des précédentes, & dont la vérité fervira à lever tous les doutes 
qu’on pourroic encore avoir. 


Théo- 


Tlieoremc VIIL 


§. 50. Toute équation du ( y m: degré a au moins un facUur réel 
du fécond degré y indépendamment des démonflrations précédentes. 


DEMONSTRATION. 


Soit l'é quation propofée du 6 me degré 

< r' T H-Ajr 5 H-B.r 1 H- Cx 2 + Djt 5 -f- E* + F — q 

dont un fatteur double quelconque foit x x — ux H- vy l’autre fafteuf 
fera donc du quatrième degré comme; 

x 4 -h a jt 3 -hflx* H-y^-f-cT 


&oncomprend,quefi l*un eilréel, l’autre le doit être aufli. Le produit 
de ces deux faveurs devant être égal à la propofée, on parviendra à 6 
égalités, d’ou il faut déterminer les coéfïïriens fuppofés a, o, et, 0, y, 

& cette détermination fepourra faire, comme j’ai dejkremarqué pardes 
expreflions rationelles, jusques à la derniere, qui foie du coefficient u t 
dont il faudra tirer la valeur d’une équation d’un certain nombre de de- 
grés; de forte que fi l’on pourra trouver une valeur réelle de *, celles 
des autres coëfficiens a, | 9 , y, dcc. deviendront aulTi réelles, & partant 
auffi les fafteurs fuppofés mêmes. Il s’agit donc de confiderer l’équa- 
tion, qui déterminera u, pour voir fi el'e contient des valeurs réelles. 
Or il eft clair, qu’en général u eil la fomme de deux racines quelcon- 
ques de l*équa:ion propofée; & partant elle fera fusceptible d’autantde 


valeurs differentes, 


qu’il y a d’unités dans cette formule 


Ëli 

I. 2 


1 5 - 


Donc il faut abfolument que l'équation pour déterminer « contienne 
1 5 valeurs differentes, ni plus ni moins ; & ainfi cette équation fera du 
degré, c.à.d. d’un degré impair. Elle aura donc feurement une 
racine réelle, qui étant poféc pour u nous fournira un fafteur réel du 
fécond degré xx — u jc— f-v de l’équation propofée du <S W degré. 
C. Q. F. D, 


Ii 2 


COROL- 
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COROLLAIRE. 

$. 6 x. Toute équation donc du fixiéme degré peut toujours 
le réfoudre en deux faveurs réels, dont l'un eft du fécond & l'autre du 
quatrième degré : & puisque celui* cy eft réfoluble en deux faveurs 
réels du fécond degré, on aura trois fsfleurs réels doubles, dont l'équa- 
tion du 6 mt degré eft compofée. 

SCIIOLIE, 

$. 52. Je fuppcfe ici la polïibilité de réfoudre une équation du 
degré en deux faclcurs réels doubles, quoique mon deffein foit de 
rendre cette propofition & quelques fui van tes indépendantes des dé- 
monftrations precedentes. Car quand même on douteroit de leur 
folidité, ce doute ne fauroit rouler, que fur les équations du 1 6 tm 
&c. degré; puisque la démonftration pour les équations du 4”# degré 
eft tout à fait accomplie, ayant même déduit l'équation, d'où il faut 
déterminer l'inconnue par les opérations algébriques, ce qui ne 
pouvoit pas s'exécuter dans les équations d'un plus haut degré, où il 
faloit avoir recours à quelques principes particuliers. Il cft donc re- 
marquable, que la réfolution d'une équation du 6 mt degré eft prouvée 
ici par celle du degré, au lieu que fuivant les theorcmes prcccdens, 
il na pas été permis de reconnoirre la poftibiliré de cette réfolution, 
qu'aprês avoir démontré celle des équations du 8 W degré. Mainte- 
nant donc nous fommes convaincus, que toute équation du fixiéme 
degré eft réfoluble en trois fa fleurs doubles réels, quand même il feroit 
impoflïble de réfoudre pareillement les équations du 8“' degré. Or 
la metbode dont je me fuis fervi ici pour prouver la réfolution des 
équations du degré, s’étend également à toutes les équations d’un 

degré, dont l'expofant eft un nombre impairement pair, ou dont la 
moitié eft un nombre impair j comme je ferai voir dans le theoreme 
fuivant. Au refte il eft ici encore à remarquer^ h ' en vertu de ce dico- 
reme auftl toute équation du 7 Me degré eft réfoluble en un fafteur fim- 
ple & trois doubles, cous réels. 


Théo- 
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Theorcme IX. 

$. 53 * Toute équation d'un degré , dont l'e.vpofatit eji un nom- 
bre de celte forme 4 n-f- 2 t a toujours au moins un fadeur réel du fe • 
coud degré) If cela indépendamment des démonfirations Juptrieures . 

DEMONSTRATION. 

L’équation propofée étant de cette forme : 
. v 4”+2_ t _ Ax 4'’+. + Bj 4”_ f _ c . r 4—_ ( _ to =0 

foie un de fes faflcurs doubles quelconque xx — ux— j— 1>, & 11 eft cer- 
tain que u fera la fomme de deux racines quelconques de l'équation 
propofée. Or le nombre de toutes les racines étant zr 4 ;; 4~ 2 , fi 
l’on en combine deux, le nombre de toutes les combinaifons poflîbles 

fera" ^ 4,/ ~ f ~ 2 — (4 w-f-i); & la lettre n fera 

fusccptible d’autant de valeurs; ou bien « fe déterminera par une 
équation d’un degré dont l’expofant~ {2 w+ 1) (4»+ 1), qui étant 
impair cette équation aura néceiïairemenc une racine réelle, qui étant 
mife pour u donnera le fa&eur dou’ le x x — n x -4- v réel. D’où il 
s’enfuit que toute équation d’un degré 4 « + 2 a toujours au moins un 
fafteur réel du fécond degré. C. Q. F. D. 

COR O LL. I. 

§. 54. Donc fi une équation du huitième degré efl réfoluble 
en 4fa£leurs doubles réels, toute équation du io w:< degré pourra être 
réfolue en 5 facteurs doubles réels, & pour prouver cela on n’a pas be- 
foin de recourir aux équations du 16™ degré, comme auparavant. 

COROLL. II. 

55. Et fi toute équation du degré î^cll réfoluble en 2 fa- 
fleurs doubles réels, cetheoreme prouve la réfolubdité en facteurs 
doubles réels des équations du degré 2 m 2 . Et de plus les équa- 
tions des degrés 2 m — J— 1 * 5 c i w — | — 3 permettons auin la réfolucion en 

I i 3 faveurs 


J§Ê 2 J 4 @ 


fafteurs réels, ou fimplcs, ou doubles, puisqu étant d'un degré impair 
elles ont au moins un fa&eur fimple réel. 

Theoreme X. 

§. 56. Toute équation à'un degré, dont V expo font efl un nom- 
bre de tn forme S n 4- 4, a au moins un faBenr rêet du quatrième de- 
gré, & ccia indépendamment des démonfl rations ftiperieures. 

DEMONSTRATION. 


Si l’on pofe un fa&eur quelconque du 4’"' degré 
.r 4 — ux s — \- ax 2 é* — ( — y 


Je coefficient u fera la Comme de 4 racines quelconques de l’é- 
quation propofée. Or cette équation ayant 8 » + 4 racines, le 
nombre de toutes les valeurs poffibles, dont la quantité u eft 

,, (8 w-f- 4 ) (8 » + 3 ) (8 n + 2 ) (8»+ 1) 

fufceptible , eft — * — ~ 

( 2 « 4-0 ( 4 » 4 -i) (8 » 4 -i) - ^ . . # 

— ^ l v -XL — , & partant la quantité u 

fera déterminée par une équation du mémo degré: & il eft clair que 
l’expofant de ce degté étant un nombre entier fe--a impair. Donc 
cette équation aura au moins une racine réelle, qui étant mife pour u 
les autres coëfficiens a, S. y, en ferontaufîi déterminés réellement, & on 
obtiendra un fafteur réel du quatrième degré. C.QJ .D. 

COROLL. I. 


57. Donc puisqu’un faveur réel du 4 W degré eft incontefta- 
blement réfoluble en deux faveurs réels du fécond degré, toute équa- 
tion d’un degré 8^4-4 aura certaincmeut deux fa&eurs doubles réels, 
au moins, & les équations du 8 w 4- 5 w degré auront outre cela un fa- 
fleur fimple réel de plus. 

COROLL. II. 


58. Les équations du \ï mt degré étant de ce nombre, auront 
donc deux faveurs doubles réels, & le troifiéme fafteur fera du 8 m 

degré. 
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degré. Donc fi celui-ci efl réfbluble en 4 fadeurs doubles réels, on au- 
ra en tout 6 facteurs doubles réels, fans qu'on ait befoin de monteraux 
équations du 1 6 }ne degré pour prouver cela. 

SCHOLIE. 

§. 59. On prouvera par un femblable raîfonnement, que toute 
équation d'un degré 16 n — j— 8 a un fadeur réel du 8®"' degré au 
moins, & on paflera de même aux équations de 3 f— *6, 
64 n — f- 32, 128 n~\~ 64 &c. dimenfions pour prouver qu'elles ont 
au moins un fadeur réel du ou du 3 2 ou du 64 mc degré.. Arc. 
De là on tirera cette conféquence, que toutes les équations depuis le 
gmr degré jusqu'au i6 me fe peuvent réfoudre en fadeurs réels, ou fim- 
ples, ou doubles, en ne fuppofant que la réfolution des équations da 
4 w iSr 8 me degré, & en general la réfolution de toute équation fe 
pourra faire , fans qu'on ai: befoin de la réduire à un degré plus haut, 
comme nous avons été obligé défaire, en n'employant que la réfolution 
des équations, dont l’expofaiit du degré efl une puiflance du binaire. 
Combinant donc ces deux maniérés de démontrer enfcmb!e,on ne ba- 
lancera plus d’accorder ce Theoreme général, que toute équation al- 
gébrique, de quelque degré qu’elle foie , efl toujours réfotuble en fa- 
fleurs réels, ou Simples, ou doubles. Cependant il faut avouër,qu'il eft 
pour la pluspart impoflible d'cxecutcr cette réfolution, ou d’a/îîgner 
aduellement ces fadeurs réels; puisque dès qu'une équation pafle le 
quatrième degré, les réglés de l’algébrc ne font plus fuffifantes à nous 
découvrir les racines. .Mais pour le bût, qu'on a en vue en écabliflant 
ce Tli corem e généra;, il fufiit qu’on foit a Heu ré, qu’une celle réfolution 
cil toujours poflible, quoiqu’on ne la pu idc jamais executer. 

Theoreme XI. 

$. 60. Si une équation algébrique , de quelque degré quelle Jbit 9 
4 des racines imaginaires , chacune fera comprife dans cette formule gé- 
nérale M-j-NV-1, les lettres M £/ N marquant des quantités 
réelles. 


DEMON- 


DEMONSTRATION. 

Soit l'équation propofée quelconque du degré n : 

X” H- A.r”" 1 -4- Cx n ~l H- dre. = o 

de forte que le nombre de toutes fes racines foit — Qu’on décom* 
pofe cette équation dans tous fes fa&eurs réels , qui feront ou (im- 
pies de la forme x — p — o , ou du fécond degré de la forme 
je je — 2 px ~t— q'zzo *, & toutes les racines fe trouveront par la réso- 
lution des égalités, que ces facteurs, étant po fés — o, fournirent. Or 
chaque facteur fimplc ou l’équation x — p—O donne une racine réelle 
x — p * & chaque fafteur double ou l’équation xx — 2px -f- q ~ o 
renferme deux racines 

xZZp-\-Y {pp-q) & x—p- V (pp- q) 

qui feront suffi réelles fi pp> q- Mais fi pp < q> foit q —pp r 
& il fera Y{pp-q) — Y—rr — r Y — i ; donc ces deux racines 
feront imaginaires, favoir ; 

x~p r Y— I & x“p—rY— i 

Ayant donc démontré, qu'il eft toujours poflible de réfoudre toute 
équation en facteurs, ou Amples, ou doubles réels, toutes les racines fe- 
ront aufïi, ou réelles, ou imaginaires de la forme M -+- N Y— i , ou 
M & N font des quantités réelles, de forte que l'imaginaire, qui y en- 
tre, n’eft contenu que dans la forme Y— i. C. Q. F. D. 

COROLL. I. 

<5i. Si donc parmi les racines imaginaires d’une équation 
quelconque , fe trouve une x~p —H rY— i , il s’y trouvera aufli 
certainement celle-cy .rzz p — rV—i ; ce qui eft évident tant de la 
dé raonft ration de ce theoreme,que de la nature du figue radical Y— i, 

qui renferme efiennellement auH'i bien le figne que le figne ; 

de forte que connoifiànt une racine imaginaire d'une équation quelcon- 
que, l’autre fe découvre d’elle -meme. 


COROL- 


COROLL. n. 

$. 62, Ayant déjà fait voir que le nombre de toutes les racines 
imaginaires, qu’une équation quelconque contient , eft pair , chaque 
racine imaginaire xznp — (— rY~i aura parmi les autres fon com- 
pagnon x—p- rV-i, qui lui appartient plus que toutes les au- 
tres; vu que tant la fomme de ces deux racines 2 p t que leur produit 
?P+r r> fontdes quantitésréelles. 

COROLL. III. 

4. 63. I)e là il eft auftî clair que fi x^-p—rY— t eft un fa&eur 
imaginaire d’une équation quelconque, la formule x— p — (— rY — 1 
en fera aufïî un fa&eur. Et ces deux fadeurs joints enfembfe donne- 
ront un fadeur double réel de la même équation , lequel fera 
xx — 2 px -f- pp — rr. 

S CH O LIE. 

4. 64. On comprend de là réciproquement, que fi l'on pouvoit 
démontrer, que toutes les racines imaginaires d’une équation quel- 
conque eufTent néceffairement la forme M N Y — 1 , il feroit aifé 

d’en démontrer, que toute équation fut aufii réfolublc en faveurs réels, 
ou fimples , ou du fécond degré. Car les racines réelles fourniroient 
toujours autant de faveurs fimples réels, & chaque racine imaginaire 
xzz p rY — 1. étant jointe avec fa compagne x — p — r Y — l 

produirott un fadeur double réel xx—ipx -{- p p rr > de forte 

que fi une équation du degré n rz et -f- 2 ( 3 , avoit a racines réelles, 
& 2/3 racines imaginaires, dont chacune fut de la forme M-(-N V— i, 
il feroit démontré, que cecteéquation eut a fadeurs fimples réels, & (3 
fadeurs doubles réels. Or il paroit très vraîfemblable que toute ra- 
cine imaginaire, quelque compliquée qu’elle foit, eft toujours réducti- 
ble à la forme M — N Y— 1 , & Mr. d'Alembcrt a prouvé cela dans 
fon excellente piece fur le Calcul intégral, qui fe trouve dans le II. Vo- 
lume de nos Mémoires, d'une telle maniéré qu’il n’y rcfteplus lemoiii- 
dredoute. Cependant comme il a emploie dans fadcmonftration.des 
quantités infiniment petites, quoique cette confidération n’en puifié 
Mimoîra dt Tum. r. K k pas 
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pas diminuer la force, je tacherai d^ tirer auffi de cette fource une dé- 
ni onftration rigoureufe du theoreme général , auquel cette piece eft 
deftinée , fans avoir recours à des quantités infiniment petites. Or 
pour cet effet j'aurai befoin de quelques Theoremes préliminaires. 

Theoreme XII. 

§. 65. Toute fonSlion , qui efi formée, ou par addition , ou par 
foujlraBion^ ou par multiplication , ou par âivifon d'autant de formules 
imaginaires de cette forme M —(—N V—i que ce foit , fera toujours 
comprife dans h meme forme M— J— N V—i , les lettres M & N mar- 
quant des quantités réelles. 


DEMONSTRATION. 

Qu'on s’imagine plufieurs formules imaginaires de la forme indi- 
quée, lesquelles foi en: : 

a-\-( 2 Y— 1; y-f-Jy— 1; s-\-£Y— 1; r}~+~$V~ t; &C; 

&eft il d’abord clair, qu’en ajoutant ces formules enfemble, ou en retran- 
chant quelques unes, l’cxpreffton qui en réfuîte fera toujours comprife 
dans cette forme M-f-N Y— 1. Il eft suffi clair que fi l’on multiplie 
deux ou plufieurs de ces formules enfembre, le produit fera toujours 
contenu dans la formule M— |— N Y— 1 : car le produit de deux 
a— j — j 3 y — 1 & y — |— S Y — 1 étant ay—(3iï — |— (ad— |-j 3 y) Y— 1, 
a la forme M — |— N Ÿ— 1 , laquelle étant outre c< la multipliée par 
f 1 donnera encore cetre forme, &ainfi de fuite. Il ne s’agit 

donc plus que de la divifion : or ilcft clairque ce cas fe réduit toujours 
A-f-By-i 

à une telle fraftion ç j D p ~T , où tant le numérateur que le déno- 
minateur eft déjà compofé par les trois premières opérations, l’addi- 
tion, la fouftraftion & la multiplication, d’autant de formules imaginaires 
de la forme M — |— N Y— 1 qu’on voudra. Or cette frattion fc ré- 
duira* à une autre , donc le dénominateur fera réel, en multipliant* 

en 
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en haut & en 
AC -f- BD 


bas par C-D y~i 
(BC-AD) y-i 


car alors on aura 


rr 

AC-4-BD 


& N pour 


DD 

BC — AD 


de forte que potënt M pour 


,on aura cette forme M-f-NV— I. 


CC-4-DD ' 1 CC + DD 

Par conféquent cette forme demeure inaltérée , par quelques opéra- 
tions qu’on joigne enfemble autant de formules imaginaires de la forme 
M-f— N V—i qu’on voudra. C. Q. F. D. 

COROLL. I. 


§. 66. Delà il eftaufli évident que toutes les puiflances , dont 
l'expofant eft un nombre entier pofitif, d’une formule imaginaire 
A -f- B Y~ i, auront toujours la même forme M-f— NV— ij puisque 
ces puiffances fe forment par la multiplication. 

COROLL. II. 

§. <5t. Enfuite, puisque la puiiTance (A— \~^Y~l) n efl: conte- 
nus dans la forme M + NV-i, fi n eft un nombre entier pofitif, la 
même forme aura lieu fi » ell un nombre entier négatif. Car ayant 

(A H- B Y-i)~ n = (a + DV-i)* “ M+~N Y — t 
' -, M- N Y- i 

cette forme fe réduit à — — — ■ 

MM + NN 

COROLL. IIL 

$.68- La forme générale M— f“ N Y—l comprend aufii toutes 
les quantités réelles, lorsqu’on pofe N ~ o. Donc joignant enfemble 
par les quatre opérations mentionnées, non feulement des formules 
imaginaires de la forme M+NF-i» mais auffî des réelles, le pro- 
duit fera toujours compris dans la forme M — |— N Y— i . 

COROLL. IV. * 


§. 6g. Il peut aulïi arriver que ce produit, quoiqu’il foit formé 
des formules imaginaires, devient réel, les imaginaires fe détruifant 

K k 2 mutuel- 
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mutuellement, ou rendant Nrr o. Ainfi le produit de «-J -/3 Y— i 
par a — jS V—i eft réel ; & on fait que (— i -f- Y— 3) 3 — g. 

Theoreme XIII. 

§. 70. De quelque puiffance qu’on extrade la racine , ou d'une 
quantité réelle , ou d’une imaginaire de la forme M -f- N V—i , les 
racines feront toujours , ou réelles, ou imaginaires de la meme forme 
M + NV-i. ' 

DEMONSTRATION. 

Soit ;; l’cxpofant de la puiflance , dont il faut extraire la racine, de 

77 n 

forte quon ait à confidérer les valeurs, ou de Y a, ou de Y (a— |— l V— 1). 
Or puisque cclle-cy fe change er^celle-là, fi b~o y il fuffic de prouver 

n 

que Y (a-\-bY—l) ou (a — |— b Y— O” eft contenu dans la forme 
M-f-N Y ~ 1 , quelque grand que foit le nombre n. Pour prouver 

£ 

cela , qu’on cherche un angle tel que fa tangente foit , oupofant 

il 

Y(aa~Ybù) “fj qu’on prenne l’angle 0 tel, que fon finus foit 
b a 

— — & le cofinus “ — : on aura donc a -f- b Y Z 2 
c c 

* û b 

“r (cof 0 "d— Y~ 1. fin 03 » puisque cof 0 ZT — & fin 0 — — . 

c c 

Or il eft démontré qu’une puiffance quelconque dunetelle forme, cnm- 
me (cof 0 Y 1. fin 0 ) m eft “ cof tn 0 Y— 1. fin m 0, 
quelque nombre qu’on fignifie par la lettre m , foit qu’il foit affirmatif, 
ou négatif, ou entier, ou rompu, ou même irrationnel. Cela pofé on 

ï n I 

2V^n(a^Y m bY—i) 1 *~Y(a-Y m bY—i)'ZZc ,^ (cof 0 -(— Y~ I.fin 0 J'’ 
^cof — 0 — f— Y— i.*fin ty^Yc. Donc puisque c~Y(na ~ |— b b) 

eft une quantité réelle & pofirive , & l’angle 0 & partant aufli fa par- 
tie 


tie - © avec fon finus & cofinus auffi des quantités réelles ; il efl evi- 

71 

” f I I X » 

dent que V («-f- £ V— i) ou <P •+* V— I. Hn— 

appartient à la forme M-f-N Y—j. Donc toutes les racines d’une 
quantité réelle ou imaginaire de cette forme M-p - N Y—I t font tou- 
jours comprifes dans la formule générale M~i— N Y— I. C. Q.F.D. 

COROLL. ï. 

ç. 7 r. Comme on fait que toute quantité a deux racines quar- 
rées, trois racines cubiques, quatre racines quarré-quarrées '& ainfï de 
fuite} on trouve par cette méthode toutes les racines, dont le nombre 

eft ~ Th puisque ^ (Ç> a autant de valeurs differentes* 

COROLL, IL 

y 

j. 7 a. Car puisque <P eft l’angle donc le finus eftiz — & le 

c 

cofinus ~ ; au lieu de <P oh peut auffi prendre les angles 4 f + <P; 

8£H-<Pî 1 2 (P &c. £ marquant l’angle droit, puisque tous ces an- 
gles ont le même finus & cofinus. Mettant donc dans la racine 

trouvée (cof- (p + V- 1. fin - (pjj/ f pour tp ces angles (P; 

X n 72 ✓ 

4£+(P; 8£+(P; i2£+(P&c. oft trouvera autant d’expreffions dif- 
ferentes, qu’il y a d’unités dans l'expofant ». 

COROLL. m, 

$. 73. Puisque n peut marquer un nombre quelconque, il 

n 

s’enfuit de notre démonft ration, que non feulement Y (a -ht Y — 1) 
ou » eft un nombre entier poiitif, mais en général que cette exprefïîon 
(a+tY— 1) m , quelque nombre qui foit marqué par m ou pofitif, on 

Kk 3 nega- 
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négatif, ou entier, ou rompu, ou mémeirrationel, eft toujours compa- 
re dans la forme générale M-f- N Y — i. 

COROLL. IV. 

$. 74. Par conféquenr non feulement les quatre opérations de 
farithmetiqne, mais auili 1* extra ion des racines, de quelque degré 
qu’elles foienr, ne changent point la forme M+N Y—l des quantités 
imaginaires, auxquelles on les applique d'une manière quelconque. 


SCHOLIE 


$. 75. Si la quantité, donc on cherche toutes les racines d'un 
certain degré, eft réelle ou b~o, il fera c~Y a a t d’où l’on aura pour 
c un valeur pofidve, quand même a auroit une négative; & l'angle P 


fera ou “ o , ou ~ 1 8o° , félon que le cofinus — fera ou * — -4- r 

C 

ou 1. Doncle premiercas ou a eft pofidf & c~a: lesvaleurs 
de (P feront donc o, 4ç, 8£, I2ç &c. & les racines du degré n du 
nombre a ferqnt , pofant ^ pour la marque d’un angle droit : 



cof Ü4-1/-I. fin y a - ^cof — +V— 1. An — y ^ &c. 
n nS T > \ rt n r 


Or fi a eft un nombre négatif, on aura les expreffions fui vantes, ou 

H 

bien les valeurs de Y — a feront: 

Çco( ^cof ^+V-r. fm^ y z . & c . 

mettant pour Ç> fuccesfivement 6ç, ioç, 14Ç&C. Mais cette 
matière étant déjà fuilifaminent développée, je me borne ici à cette 
unique conféquence, que l’extraÛion des racines, tant des quantités 
réelles qu imaginaires de la forme M + NV-i produit toujours ou 
des quantités réelles, ou des im aginaires de la forme M -f- N Y — l . 


Theorc- 
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Theoreme. XIV. 

$.76. Z?*' quelque degré que foie une équation algébrique, tou- 

tes les racines imaginaires quelle peut avoir , font toujours comprifes 
dans cette forme générale M-hNy — i-,de forte que M £ÿ*N font des 
quantités réelles. 

DEMONSTRATION. 

Soit en general l’équation propofée: 

jr” H- A*" -1 H- -f- C jr” 3 + D/' 4 +&c~o. 

& quoique nous ne foyons pas en état d'afligner la formule générale, 
qui en contient les racines, comme nous le fommes pour les équations 
du fécond, troifiéme & quatrième degré, il eft pourtant certain, que ' 
cette formule fera compofée de plufieurs lignes radicaux, dont les 
quantités connues A, B, C, D, E, &rc. feront compliquées. On peut 
ausfi r^harquer que cette expresfion analytique d’une racine quelcon- 
que renfermera plufieurs membres, dont chacun fera la racine d'un cer- 
tain degré d’une quantité, qui renferme encore des lignes radicaux, & 
que ceux-cy auront après eux encore d’autres, et ainfi de fuite, jusqu’à 
ce qu’on parvienne en chaque membre au dernier ligne radical, qui 
n’affecte plus que des quantités réelles. Remontons de ces derniers 
lignes fuccesfivement , & il eft évident que la quantité marquée par le 
dernier ligne fera, ou réelle, ou imaginairede la forme M -1- N -V — 1. 
Enfuite devant cette quantité, jointe avec quelque valeur, ou réelle, ou 
imaginaire ausfi de la forme M N V - 1 , fe trouvera un nouveau 

n 

ligne radical, qui fe réduira donc à V (M'+'N V — 1) , dont la valeur 
eft encore de la forme M-f-NV — 1 ; & fi nous remontons de cette 
manière jusqu'aux premiers lignes radicaux, qui diftingueles membres, 
nous verrons, qu'aucune opération ne nous fauroit écarter de cette 
forme, & que par conféquent chaque membre aura enfin la meme for- 
me, quelque grand que foit le nombre des lignes radicaux, qui y font 
font enveloppés. D’ou il s’enfuit que l’expresfion générale, qui ren- 
ferme 
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ferme toutes les racines de l’équation propofée, fe réduira néceflaire- 
ment à la forme M+Ny — I, de forte que toutes les racines imagi- 
naires ne fauroient avoir d’autre formeque celle-cy. C.Q.F.D. 

SCHOLIE I. 

$. 77. Voilà donc une nouvelle démonftration du Theoreme 
général, que je me fuis propofé de prouver ici, & contre laquelle on 
ne fauroit rien objecter, fi ce n’eft, que nous ne favons pas, comment 
les racines des équations des plus hauts degrés après le font com- 
pliquées. Or cette objection n’aura aucune force, pourvu qu'on m’ac- 
corde, que les expresfions pour les racines ne contiennent point d’au- 
tres opérations, que l’ex traCt ion des racines , outre les quatre opéra- 
tions vulgaires : &l’on ne fauroit foutenir que des opérations tranfeen- 
dantes s’y mêlaflent. Mais fi la conjecture, que j’ai autrefois avancée 
fur la forme des racines de»équations d’un ordre quelconque, eft fon- 
dée, la démonftration que je viens de donner ici, aura toute l^force, 
quon peut fouliaiter. Car ayant une équation quelconque du degré 
», je dis qu’il y aura toujours une équation du degré h — i, dont les 
racines étant a,jS,y,<T,e, &c. au nombre de «— 1, une racine quelconque 

n n o n 

de l’autre équation du degré» fera zza 4 - Y ct-hV/ 3 -i-Vy-hV iï+&c. 
où n eft une quantité réelle. Donc fi les racines de lequation du de- 
gré «—i font, ouréellcs,oude la forme M - 4 - N Y — 1, les racines de 
l’équation du degré » auront ausfi cette forme. Par conféqucnt puis- 
que les racines des équations du fécond degré font, ou réelles, ou de la 
forme M-t-NV — 1 , les racines des équations du troifiéme degréfe 
réduiront ausfi à la même forme, & partant ausfi les racines des équa- 
tions du 4«w, 5 Wf , 6 ™ &c. à l’infini. 

SCHOLIE II. 

$. 78. De là on tirera encore cette importante conféqucnce, 
que toute quantité imaginaire, quelque compliquée qu’elle foit, eft 
toujours réductible à cette formule M+Ny — 1 ; de forte que toute 
quantité imaginaire eft toujours compofée dç deux membres, dont l’un 

eft 


eft une quantité réelle indiquée parM, et l'autre eft le produit d'une 
quantité ausfi réelle comme N, multipliée par V— j j de maniéré que 
V— i eft la feule fource de toutes les expresfions imaginaires. Car 
fi nous regardons l'origine des quantités imaginaires, qui eft l'extra- 
ftion des racines ou la réfolution des équations, il eft démontré, que 
toutes les quantités imaginaires qui en découlent, font toujours corap ri- 
fes dans cette forme M+NV'-i, &de plus j’ai fait voir, que de quel* 
que maniéré qu’on traite une ou plufieurs quantités imaginaires de 
cette forme par les opérations de l’analyfe, l’addition, la fouftraÊlion, 
la multiplication, la divifion & l’extraition des racines , toutes les ex- 
prefTions qui en réfultent, fe réduifent toujours à la même forme 
M-<-N V— i. On fera donc obligé d'accorder cette vérité, entant 
que ce ne font que les opérations algébriques , par lesquelles les for- 
mules imaginaires font compliquées j mais on doutera peut-être, files 
quantités imaginaires , qui dérivent des opérations transfeendentes, 
comme font celles qui impliquent la nature des logarithmes ou des an- 
gles , font encore rédu&iblcs à la même forme. Or pour lever ce 
doute je ferai voir, que toutes les opérations tranfeendantes , qui font 
conniics,n’ecartent point les quantités imaginaires qu’elles produifent, 
de la forme marquée, & quoiqu’il foit impoftible d’appliquer le même 
raifonnement à toutes les opérations tranfeendantes, les propofitions 
fuivantes ôteront tout fujet de douter davantage de la vérité de cette 
propriété générale de toutes les quantités imaginaires , de quelque 
fource quelles puiffent tirer leur origine. 

Problème I. 

§. 79, Une quantité imaginaire étant élevée â une puiffance^àont 
Vexpôfant e fl une quantité réelle quelconque , déterminer la forme ima* 
gin a ire qui en refaite. 

SOLUTION. 

Soit a-\-b'V— 1 la quantité imaginaire, &m l'expofant réel de 
la puiftance, de forte qu’il s’agit de déterminer M & N, pour qu’il foit 
{n+bV-i)~ — Mh-NV-i. 

Mttn. it( PAcAd, T&m. P. L 1 


Pofons 


$ » 

Pofons c , & c fera toujours une quantité réelle 

& pofitive , car nous ne regardons pas ici l'ambiguité du figne Y* 

Enfuite cherchons l’angle <p tel que fon finus foit " — & le cofinus 

c 

” — , ayant ici égard à la nature des quantités a & b , fi elles font 
€ 

affirmatives ou négatives ; & il eft certain , qu'on pourra toujours as- 
figner cet angle©, quelles que foicnt les quantités a y b\ pourvu qu’el- 
les fo*ent réelles, comme nous le fuppofons. Or ayant trouvé cet angle 
©,qui fera toujours réel, on aura en même tems tous les autres angles, 

dont le finus ~ & le cofinus - font les mômes: car pofantsr pour l’an- 
gle de i8o°, tous ces angles feront, ©, îw+tp, <5 tt —h 

8 % 4- <P , &c. auxquels on peut ajouter ceux - cy : — a T + lf, 

— 4 ?r- (-(P) — <5^+(P, — 8îr-f-Çî&c. Cela pofé il fera a-hbY—i 
“ c(cof (P -h Y— 1 . fin (P), & la puifl'ance propofée (a + bY— l) m 
~c m (cof©-hV— i. fin©)”*, où c m aura toujours une valeur réelle 
pofitive, qu’il faut lui donner préférablement àtoutes les autres valeurs, 
qu'il pourroit avoir. Enfuite il eft démontré que(cof©-t-V— i.fin©) m 
“ cofw (P -h Y— I. fin vi © ; où il faut remarquer, que puisque m 
eft une quantité réelle , l'angle ;/;© fera auflî réel , & partant aufli fon 
finus & fon cofinus. Donc nous aurons: 

(a+^V- i) w ~ c w Ccofm<P + V-i.fin»<P) 
ou bien la puiflance (a+bY— i) m cft conteniie dans la forme 
M -+■ N Y— i , en prenant M ~ c m co f jw (p & N“ c » fin m (p 

où il y a c~ Y (aa-^-bb) & cof© :n & fin © ” — . C.Q.F.T. 

COROLL. I. 

$. 80. De même mrniere qu’il cft (cof© + Y—i. fin ©) ” 

cof?« © + Y—l' fi° m © » il fera aufli (cof© — Y—i- fin ©} m ~ 

cof 
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cof m — Y— ï. fin mÿ, & partant on aura (a — l Y — i ) * — 
c m (cof m <p~ Y— i, fin m<P) t où <P marque le même angle que dans 
le cas précèdent. 

CO RO LL. IL 

§. 8i. Si l’expofant m eft négatif, puisque fin — j»<Pzz— finnïtp 
& cof — w <P zz cof m (P, U fera donc : 

(cof <p + Y— i. fin <p ) — CT ZZ cof w <p ~ V— i . fin m & 
{a-_^b Y—l )~ m — c-*» (cofm cp + Y— I. fin m(p } . 

COROLL. m. 

§. 8a. Si »; eft un nombre entier, foit affirmatif, foit négatif, la 
formule (æ H- b Y— I ) m n’aura qu’une feule valeur: car quoiqu’on 
fubftitue pour c p tous les angles cp ; + 2 ir + cp ; 

+ 6 % + cp ; &c. on trouvera toujours pour fin m cp & cof m <p les 
mêmes valeurs. 

COROLL. IV. 

$. 83 * Mais fi l'expofant m eft un nombre rompu - , ('exprès* 
Ü 

fion {a-\~b Y— i) v aura autant de valeurs differentes, qu’il y a d’uni* 
tés en v ; car en fubftiruant pour cp les angles marqués, on obtiendra 
autant de valeurs differentes pour fin m Ç & cof m <p , que le nombre v 
contient d’unités. 

COROLL. V. 

§. 84. D’où il eft clair, que fi m eft un nombre irrationnel ou 
inconnu en furab le à l'unité, l'expreffion [a-\- b V— 1 ) m aura auffi 
une infinité de valeurs differentes , car tous les angles <p , 
+ ±4 3 t4-(P; + 6t+<P; &c. fourniront de diverfes va- 

leurs pour fin ;;; CP & cof m (p. 

scholie I. 

§. 85. Le fondement de la folution de ce problème eft, que 
( cof ip-t-V'-I. fin <p) m ZZ cof m cp 4 - Y— I . fin m <p , dont la ve- 

L 1 2 rite 
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rité fe proave par les theoremes connus fur la multiplication des an* 
gles. Car ayant deux angles quelconques (p & 6, il fera (cof <p — f- . 
V— i. fintp} (cof 6 — |— V— I. lin 6 ) ~ cof (<P — j— 6) — (— V — i. 
lin — | — ô}, ce qui efl clair par la multiplication a£tuelle , qui 
donne cof<p cof 6 — fin <p. fin 6 -4- (cof (p. finô -f- fin<p cofô) 

y— I. Or on fait qu'il y a cofep. cof 0 — fin <p. finô~ cof (<p -f-ô} 
&cof<P.fin 0 — |-fm<p.cofô“fin(Ç)-|— 0). D’où l’on tire aifément 
la conféquence , qu'il efl; 

cof < p — |— Ÿ— i. fin ç") m " cof m <p — f— V— I. fin. m <p. 

lorsque l'expofant m efl un nombre entier. Mais que la m£me for- 
mule a lieu aufli, quand m efl un nombre quelconque, la différentiation 
après avoir pris les logarithmes le mettra hors de doute. Car pre- 
nantles logarithmes on aura : 

m /(cof<P -J— V— i. fin<P) “ /(cofw <P -J— V— i.fin m Ç)). 
Maintenant traitant l'angle <P comme une quantité variable on aura : 

— w^ <Pfin <P + ;>/ rf (pV—i.cof <P — md<pÇinM$-t-M4pV— I. cof w<P 

cof 0+ V- J. fin <P cofm <P -+- V'— i. fin m <p 

& multipliant les numérateurs par — V— i , on obtiendra : 

j»^Ç>(cofÇ>+V-i-/ï,iÇ>) W<P(cofw<p + V’— i.fin^) * 

cof<p-j- y — i. fin <P cof/w <p-t-ÿ— i. fin»; ™ ™ 

ce qui efl une équation identique. 

SCHOLIE n. 

86. Mais on demandera, comment on suroit pu parvenir à Is 
transformation de la formule (a-f-£y»Q m a la forme M-f-Ny-î, 
fi l’on n’avoît pas fçu la propriété mentionnée des angles multiples, 
qui paroit d'abord tout â fait étrangère à ce deflein. Pour cet effet je 
joindrai ici une autre fo Ultion du problème, fans emploier cette pro- 
priété; & la méthode dont je me fervirai, conduira ausfi à la folution 

des 
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des problèmes fuivans. Comme il s’agît donc de convertir la forme 
(a+b V'~i) OT en celle -cy .**4- y V-'i > je pofe 
{a — bV — i')”* zz x — f- y V — i • 

& prenant les logarithmes on aura : 

tu / (a — (— b V — i) ~ / ( x -j- y y — o 

maintenant regardant a i b ) x i y> comme variables, je prend les diffc* 
rentiels ; 

mda 4- mdl V ~ l __ dx 4 - dy V - I 

#■+■ b y ~ i jr-t-yV'-i 


qui fe réduifent à cette équation : 

mada-mbd.t V-H- madby -i +mbdb xâx+xdyV -I -y<& fV-I 4 -y^>' 

aa bb jfA' 4 -yy 

où il faut que les membres réels &r imaginaires foient féparément 
égaux entr’eux, puisqu’il efl impoflibîe d’égaler une quantité réelle à 
One imaginaire. De là nous tirerons deux équations; 

mada + mbdb a cdx+ydy 

aa + bb *“ xx+yy 

^ w(/ 7 d b — b d a) x dy — y d x 

a a + b b jr x-S- y y 

L’mtegrale de la prémicre eft mty (aa+bb^ZZ iy (xx-hy y) +/C. 
Soit donc y (« a ~ r, & il fera c m “ C V (jt x 4 - y y). Pour 
déterminer cette confiante C, on n*a qu’a remarquer, que fi b “ o & 
aZZ. i,il faut qu’il y ait y ~ o Six— i, d'où nous voyons, qu’il doit 
être Czzi. Donc pofant V (a a 4 - b b) ZZ c, nous aurons 
y(jr.*' 4 -yy) = r'*. Enfuice l’intégrale de l'autre équation tfl 

m Atang — “ Atang — 4- C; où l’on voit que la confiante C doit 

Æ JT 

être ~o } puisque fi b~ o, il faut qu’il foit aufli y ZZ 0. Par confé- 

L 1 3 q«nt 


quent nous aurons : m A tang - — A tan g -L . Soit (P l’angle dont 

b b a 

la tangente ” — ou bien foit fin <p ” — & cof — — , & ayant 


m 


âi 


dcoïtp— a 

a ' c e 

— a.— y a y _ 


0 — Atang - , il fera - =z tang m tp, ou 7 ~ fin m © 

x jt V (xx+yy) 

■” cofmtp. Donc puisque V {xx ^jy) —c m , nous 


Y (xx+yy)' 

aurons pour la folution du problème: 

x ” c m cof m <p & y — c «fin m ^ 

z 

prenant c ” Y (a a+ b b) , & l’angle <p étant tel, qu’il foit fin <P ~ — 

C 

& cof <p ” -- : d’où l’on voit que l’angle <p a une infinité de valeurs, 
c 

comme j’ai déjà remarqué , qui font <p; + 2 tt -Hp; + 4 ;r -|- <p; 
■±- 6 TT + <P; &c. 

Problème IL 

87? Une quantité réelle poftive étant élevée â une puijfance 
dont f expofant tft une quantité imaginaire , trouver la valeur imagi- 
naire de cette puijfance. 

SOLUTION. 

Soit a la quantité réelle pofitive, &m-hnY — 1 l’expofant de 
la puilTance, de forte qu’il faut chercher la vaLeur imaginaire de 
Soit donc 

a m+nV — i — X — f- y V — I 

&il fera (m+nY — 1) la — l (xH-yV-i), dont prenant les diffé- 
rentiels en pofant a, x, & y variables, nous aurons 

mda ^ ndaV—i dx^-âyV xdx-\-ydy ^ xdy—ydx / 

4 - é 4 . ot+yY—l xxH-jy xxH-yy "" 

Egalant 


Egalant donc fcparément enfemble les membres réels & imaginaires, 
nous aurons ces deux équations: 

mda xdx+ydy nda xdy—ydx 

a xx+yy a xx+yy 

dont les intégrales prifes, comme il faut, feront: 

Y (jrjr+j'y) ” a m & A tang — ~ ou ~ d tang, nia 

où la marque le logarithme hyperbolique de la quantité réelle pofitive 
lequel aura par confequent aufîi une valeur réelle. Prenant donc 
dans un cercle , dont le rayon — i , un arc “ n t a t à caufe de 
Y (j"Jr+yy) “ a m , nous obtiendrons: 

x a m cof a & y a m lin ni a 
éi ces valeurs étant pofées pour x & y, on aura: 

a m+nV— i — r+yV-i, C.Q.F.T. 

COROLL. i. 

$.88* La quantité imaginaire /»«*-+-»■/—! fera donc aufli 
comprife dans la forme générale M -4- N Ÿ — 1 , puisque nous venons 
de trouver : 

a m+nV— 1 — a m cof ni a-*r a m y — i.Çmn la 

lorsque a eft une quantité réelle pofitive; car fi a étoit une quantité 
négative quoique réelle, fon logarithme feroit imaginaire, & partant 
aufïï cof nia & fin nia imaginaires. 

COROLL. 2. 

89- Puisque ,*w-P»v'— 1 — w» . i, il fera î 

— cof ula + y— 1. fin;; /a. 

& prenant n négatif, il fera aulfi 

rt _,v/_ i zz cof nia — V— I. fin nia 


COROLL. 
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COROLL. 3. 

J. por De là il s'enfuit, que les formules fuivantes font réelles 

a nV-\ -+- a ~nV-i 

~ cof. nia & 


,«y-i a —nV—\ 


” fin. n l a 


%V - 1 

Or fi tf”i, il fera tant i*V-i — 1, que i-kv'-i 1 , à caufe 
de / 1 ~ 0. 

COROLL. 4. 

91. Donc fi l’on met nzz 1 &a ” 2, il fera: 

ii'-i __u î-y-i iv'-i — 2-V-1 

~ cof / 2 & — — ” fin / 2. Or 

2 iV—i 

puisqu'il y a / 2 ” o, 693 1471805599, on en tirera cof. / 2 ” O, 

<2 V"— 1 -J— 1 — V — 1 

7692389013540 “ . Mais l’arc même dont le 

cofinus ~ 1% fe trouve 39 0 , 42 T , 5 1 JJ , 52 ç Ir . 


SCHOL 1 E. 

$. 92. Le cas, où a efi: un nombre négatif, qui n'efi: pas com- 
pris dans cette folution, quoique a foît une quantité réelle, fe réfoudra 
par le problème fuivant, où je prendrai pour la quantité, qui doit être 
élevée a un expofant imaginaire, une quantité imaginaire quelconque 
de la forme a + b V — 1, qui comprend fous elle, en pofant £“0, tou- 
tes les quantités réelles tant négatives que pofitives. 

Problème III. 

$. 93. Une quantité imaginaire étant e levée à une puijfance 
J ont f expofant tjl suffi imaginaire f trouver la valeur imaginaire de 
cette puijfance . 


SOLU- 


• vrs fr 

SOLUTION. 


Soit a+h V — i la quantité imaginaire, 6s m+ftV — % I'expofant 
de Ia puiffance , de forte qu’il faille trouver la valeur de cette formule 
(s+bV— i. Pofom donc pour cet effet: 

(a -4- b Y — i) CT + wv/_ 1 ~jr + y V- i 

& prenant les logarithmes on aura : 


(m+ttV— i) l{a~>rbV — i) ~t{x-¥yY — l) 

Faffons aux différentiels, & puisque, comme nous avons déjà vu, 

*./(*+, v-o = y 

J^-t-yy JT.v-hyy 

nous aurons: 


m {ad a 4- bd b) n {ada-h bdb) Y— I " 

■ - ■ — . . ■ -j-* - [ m — ■ I I 

aa + bb aa+bb 


m {adb-bda)Y - 1 » {adb—b da) 1 **+yÿ 

b b a a ■+■ b b 


“xdx+ydy {xdy—ydx) Y—i 


•xx+yy 


a o -h * & a a 

Egalant maintenant féparément les membres réels 6s imaginaires, 
nous aurons ces deux égalités: 

m {, aâa-\ — bd//) n(adb — bdo) xdx -\-ydj 

a a -f- b b- aa-^-ùb xx-^-yy 

m {adb—bda) n (ada-{- bdb) xdy—ydx 

aa—\—bb aa—\—bb xx—\—y$- 

Pour en prendre les intégrales foit : 

Y (aa-\- bb ) “ c &s A tang — “ $ J 


ou bien fui?)™ - & coîp — — , d’ou l‘on peut toujours trou- 
c c 

v.cr l’angle ; or je fuppofe ici , que c eft une quantité pofîtive 
“ V (a a -f- b b) . Cela remarqué , nos intégrales feront ; 

MfmrirtJ de l'Jcddtmit, Ton. r. M m W le 
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Pi le — » <P ” /y (jfjr -+■ y y) 
t» $ -h nie :n A tang, ^ . 

De là il s'enfuit, qu*ÎL fera VÇ ZZ c* 7 * mettant e pour 
le nombre, dont le logarithme hyperbolique cft ~ i. Ainfi pour 
trouver les valeurs de x & y, de cette équation : 

+ = jr+,V-i 

ayant pofé c~ V (a a + b b') , & pris l’angle <P tel, qu*U foit 

q y 

cof (b ” — & fin (p ~ — , giî aura: 
c c 


m —72 (b 

x — c e cof ( 7 h.<P 4 - »/c} 

« — »(£ , , » , ~ 
y ~ c c lin (ct<P + ;//£■) 

C. Q. F. T, 


.COROLL. L 

§. 94. Si l Tl o & // une quantité pofitïve, on aura r” /?,&■ 
3 *angle " o , oai^2 T, ou+4ît, ou en générai <p“ 2 pre- 
nant K pour an nombre entier quelconque ; donc il fera: 

^m+nV- Vi ^ JhWZ ^ co f ff^la) + V- 1 . fin 

qui convie'nt avec la forme précédente , fi K ” o \ de forte que cette 
transformation eft plus générale. 

COROLL. IL 

$. 95. Si 1 — o, & a une quantité négative — a, il fera encore 

•-# ^ 

c ” -+- //, & à catife de cof ^ — 1 , l'angle $ fera + z 

C 

©u +; 3 z ou ;+; 5 ît &c. ou en général <P ~ (2fc.~ i) t , prenant 

pour 


G % 7 S @ 

pour K un nombre quelconque entier, oupofitif, ou négatif. Il fera donc 

{- fl)”’ 4 '” 1 '" 1 = 

a ' } e~^~^ ^ n ’ (^cof ((2X-1) m t+ n l fl) d- V^*X.iùi.((2X“l) vrz-k-nlà)) 

COROLL. IIL 

§.96. En général donc, quelques quantités que fuient a & b\ 
donnant à c h ynleur pofitive de V Qia -j— b b ) , & prenant pour <p> 

un tel angle que fin “ — & coCP ~ — , puisque pour <p on peut 

également prendre en général 1 J angle 2 X 7 T — {— Ç > , où X mar- 
que un nombre entier quelconque affirmatif ou négatif, on aura 

- 1) — ' : 
m /"H - C0 ^ (2 A 1H7T-\-ll}P -4- fl Je') 

V4— V-i- fm ('2 .X wît— {— w;fp -f- nlc)s 

d’où l’on trouvera toutes les valeurs poflibles , que cette formule 
Qi _j_ y y„ 1 ) v'-t renferme, en donnant à X fucceffiv cm ent tou- 
tes les valeurs o,+ i, + 2, ± 3 1 ± 4 & c ' où h fuffi; du prendré 
pour c m la feule valeur icelle 6 s pofitive, qui y eft renfermée, 

COROLE. IV. 

$. 97. Si/î~o; mZZ o, & bz^. ï , il fera c m I & ?î“ l v 
doit l’on tirera cette transformation : 

, k V - 1 - 2 Kn , r~'l nt 

(V -0 = * . 

V-i -2 Xt-4t . n , 

ou bien (7/-1) zr e , qm clt a autant plus remar- 

quable, quelle eft réelle, &qu‘clle renferme même une infinité de va- 
leurs réelles differentes. Car po&nc A ~ o, on aura en nombres 

(V-i ) 1/ " i — ' 0,2078705763507- 

* M m 2 


CÔROLL. 
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COROLL. V. 

$. 98. Si l’on pofe a “ cof <P & fin <p, prenant r m, 
4c forte que /r ~o; & on aura cette transformation remarquable: 

(cof (p — f- y~I.finÇ>) — 

e n ^ (cofw -f- V- i. fînm 

& fi m ~ o, cette formule fera réelle 

(cof i P -f- y - 1. fin <p) e 

SCHOLÎE. 


§. 99. Nous voyons donc par là, que toutes les quantités ima- 
ginaires, qui tirent leur origine non feulement des opérations algébri- 
ques, mais aufîi celles qui nalflcnt de l’clevation à des cxpofans quel- 
conques^* même imaginaires , font toujours réductibles à la forme 
générale M -f-N V~ I. Et on comprend de là aufli, que fi les expo- 
fans étoient eux-mémes de telles puiffances à cxpofans imaginaires, la 
valeur de toute la formule feroit néantmoins comprife dans la forme 
M— f-NV-i. Car il cft clair, fi a, €, y, marquent des quantités ima- 

gV 

ginaires de la forme M-f-N V-I, la quantité dérivée « y feroit 

V i 

aufli toujours comprife , puisque l’expofane {5 eft réductible à cette 
forme. 

Problème IV. 


§. 1 00. Un nombre imaginaire quelconque (tant prepof( 3 trouver 
j'on logarithme hyperbolique. 

SOLUTION. 


Soit a -h b Y - 1 la quantité imaginaire , dont il faut chercher 
le logarithme, qui foit zz x y y - 1 ; de forte qu'il y ait; 

/ (a-htV — 1) ~ jr-hyV~ 1 


Prenant 


ft 277 ® 


Prenant les différentiels on aura-: 

ada-hbdb Çadb — bda)V—t 
aa~\-bb a a -h b b 


~ dx+dyV — I 


Soit encore V (a a -+* b A) in r, & l'angle <p tel, qu'il foit cof(p ~ 

— & fin <P “ — y St par l'intégration on trouvera: x~lV (aa-t-bb) 

c c 

— le St y — A tang — “ (p. Donc nous aurons: 


I(a+by~ i) =: W (aa+bfry +V— I. A cof 

ou !( a +bV- 1) ~ Afin. 

C. Q. F. T. 


COROLL. I. 

$. ioi. Puisqu'il y a une infinité d'angles, auxquels répond le 

même finus -77 — - — — St cofinus — -jr— — rpr 1 chaque nombre tant 

réel qu’imaginaire a une infinité de logarithmes, dont tous font imagi- 
naires à l'exception d’un feul lorsque Azzo, &• a un nombre pofitif. 


COKOLL. U. 

102. Si nous pofons V Ça a 4- b b*) “ c , & l'angle trouvé 
~<P,à caufe de orrr cof <pStb~cfm<P, il fera le (cof?>+ V-i.fîn^) 
— le — I ; où au lieu de <p il eft permis de mettre + 2 r 4- <P; 
ir 47 r-h<P; -± 67 T~h(p drc.lechara&ere tt marquant la fomme de deux 
angles droits. On aura donc l(coî<f) 4 -V — i.fin$>) —Ç>V— 1. 

Problème. V. 

$• 103. Un logarithme imaginaire étant donné, trouver te 
nombre gui lui convie 77t. 


M ra 3 


S OLU- 
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SOLUTION. 

Soit a+i V— i le logarithme imaginaire propcrfé, & f+jV - i 
le nombre qui lui convient, de forte que 

i Çsr ~>r y "]/ — ~ a H- b Y — I 

Comparant cette équation avec celle, que nous venons de déduire dans 
l’article precedent: 

l c (cof £p +y — r . fin î>) “ / c + £p V ~ i 

nous aurons (p ~ B, & /f"rf,doncf“ e* t fuppofant IcZH i. D'où 

nous tirerons a - ” r*cof b ” e* fin b, Pareonféquent le nombre, 

qui répond a u logarithme a H- b Y— j , fera ffz e* (coî b ~\~Y — i, fin b~) . 
C. y. F. Tr. 

COROLL. I. 

§. 1 04. Toutes les fois donc que b eftou zéro, ou égale à -f- r, 
■+• 1 7 r, ~t 3 n-, &c. ou bien en général ^ + A. 77, le nombre qui 

répond au logarithme a ■ b b Y — ï fera réel & — + e * - H fera 

polit iï, iiKeftun nombre pair, de négatif, fi& eft impair. 

COROLL. IL 

§. ioî. On voit auflî, qu’il n’y a qu’un feul nombre, qui convien- 
ne à un logarithme propofé ; & que toutes les fois que le logarithme 
eltréel, le nombre fera auifi réel. Mais qu’il y a anfli des cas, ou 
quoique le logarithme foie imaginaire, le nombre eft pourtant réel. 
Mais ayant déjà fuffifamment expofé cette matière ailleurs, je palfe 
aux quantités imaginaires , qui renferment des angles , ou leurs finus, 
cofinus, & tangentes. 

Problème, VI, 

Ô. 106. Vn angle ; ou arc de cercle imaginaire quelconque , {tant 
pYOpoft) trouver fan fintts if çofnuî^ if tangente , 


SOL U- 
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- SOLUTION. 

Soif a+ BV — I l’angle propofé, qui étant compofé de deux par- 
ties, l'une réelle a, & l'autre imaginaire B Y — i , nous n'avons qu’à 
chercher le finns & le cofinus de cet arc imaginaire. Or les fériés con- 
nues nous donnent: 

, , Bh ' B c*+c~ h 

COf.^y— H J : |-&C. “ 

I < 2 1 . 2* 3 . ^ 2 

^n.BV-i—BY-i-^B^Y-i . * S V- 1. e b -e~ h . 

&c.~ V—t 

1.2. 3 1.2. 3.4.5 2 

& de là nous tirerons: 

fin (a+BV-i) “ l 0 é +e~ 6 ) fin«j+ (/ _ r b )coïa 


cof (a -h B V — O — 4 cof a — — e fin a : 

donc la tangente fera: 

, Zl/ ^ (J* -+-£*“0 tang a 4- {e -t~ h ') Y - 1 

tangfrH-^-i) — TT— / b cru bien 

H-c ^ — (<? — c J tang (7. y— 1 

, j,/ ^ tang *H-(V 2é - j) V - 1 

tang {a+&Y- 1) — —-7 ~T 7 — - 

* 2 6 4- 1— (f 2 — 1) tang a. V — I 

C. Q. F. T, 


$. 107» Puisque dans l'exprcsfion delà tangente, tant le numéra- 
teur que le dénominateur font imaginaires, fi l’on en délivre le de»o- 
minateur, on aura; 


tang [a H- b V — 1) ~ 


2c 2 ^fin la -f (e ^ — 1) Y — 1 
e 4- 2 c 2 b cof 2 a H- I 


COROLL. 
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COROLL. IL 

$. ios- Le finus de l’angle a + bV — i devient réel non feule- 
ment dans le cas b ~ o, où l’angle meme eft réel, mais auflfi dans les 
cas, où cof a~ o, ce qui arrive, lorsque pofant ç pour la marque d'un 
angle droit, il eft a ~ (ïh— i) £, où h fignific un nombre entier où 
négatif. Car alors il fera ; 

fin ((î\— i)ç + bV — i)“ + £ (e* + 

où le figne 4- a lieu , fi K eft un nombre impair, 6c le ligne — , fi L eft- 
un nombre pair. 

COROLL. III. 

109. De même le cofinus de l’angle a 4- b V — 1 fera réel 
non feulement lorsque ^o, mais aulïî lorsque fin a ™ o, ce qui ar- 
rive fi a “ 1 K ç , 6c alors on aura cof (î K g 4- b Y — 1 ) — ± { 

( e *4-r“*) , où le figne fuperieur 4- a lieu, fi L eft un nombre pair, 6c 
l'inferieur —, fi K eft un nombre impair. 

COROLL. IV. 

$. 1 10. Pour 1a tangente de l’angle a-ibV - 1, elle ne fau- 
roit jamais devenir réelle, à moins qu’il ne fet brzzo, ou l'angle 
même réel. 

COROLL.' V. 

$. in. Les formules trouvées foumiflent encore, en donnant 
à Y—l fes deux fignes 4 - & — , qui lui conviennent également, les 
formules fuivantes, qu'il fera à propos de remarquer: 

fin (jt—$-~bŸ— 1) — H fin (a— b V— l) — (/* H - ” * 

fin Qr-t-bV- 1) — fin (a-bV-i) ~ (c* — <“*) ^-i-cof* 
cof (a-^-bV-r) -h cof {a-hV- j) — ( z b -f- e~ b ) cofrf 
cof(«H-$V-i) — cof(rf-^y-0 ~ (e* - V-i. îm a, 

Proble- 


Problème VII. 

§. 1 1 2. Le' finis d'un angle étant réclamais plus grand que h 
f nus total i de forte que V angle foit imaginaire , trouver la valeur de 
cet angle . 

SOLUTION. 

Il y a ici deux cas , félon que ce finus donné cil pofitif ou né- 
gatif * 

(. Soit donc premièrement le finus pofitif “/>&/»> x pre- 
nant toujours l’unité pour le finus total , & foit l’argle imaginaire qui 
répond à ce finus “ a-\-b V— i, & pour que le finus foit réel, il faut 
qu'il foit prenant q pour la marque d’un angle droit, 

& puisque félon le y. iog. 

fin ï)q-\~bV— i) “ + {■ G* -|- e~*) —p 

il faut qu’il foit K un nombre impair. Soit donc \~2(U-j— i, & 
nous aurons : 

fin Ç (/ff* — |— i) § bV—\) — | G H“ e 3 — P 

cette équation étant toujours poflible, on en tirera 

r b — : p + V(pp— 0 & b~/Qp± V (.pp — i) ) 

donc l’angle cherché qui répond au finus p fera 

(4f*— (— 1)£ — f— y-i. I Çp i V (pp — i) ) 

II. Soit le finus propofé négatif ~ -p & p> i, & il faut 
que K foit un nombre pair. Soit donc K~ 2 (U, & il fera : 

fin G 4 f* ~~ 1 ) £ — ^ V— i ) “ — ■ V G ~~ b - * !) — ~P 

D’ou l’on tire comme dans le cas précèdent 

e h = p±V{pp~ i) & b= l(p+V(pp- i)) 

Nn 




Donc 
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Donc l’angle qui répond au finus négatif — p fera : 

(4/tt — i) ^ -H V-i. /(p± V(pp - !)}• C. Q. F.T. 

Problème VIII. 

f 113. Le cofinus d'un angle étant réel, mars plus grand que 
lt finus total ~ I, trouver P angle imaginaire qui répond à ce cofinus. 

SOLUTION. 

Soit p > 1 , & que le cofinus propofé foit ~ —H p- L'angle 
répondant foit ~a-f~l/V— 1 & par §. 109 il eft clair qu’il doit 
être a m 2 Kg , pour qu’il foit 

cof (7 Xf— |— h V— 1) “ + | — P 

donc il faut qu’il foit K un nombre pair. Soit donc hZZ 2 fs & 
nous aurons : 

cof ( 4 i“e-MV-l) = ■} (r* + *“*) = P- 

d'où l’on tire e b ~ p H- V( pp— i ) & b~l{p‘+zV(pp— 1 ')) 
& partant au cofinus pofitif p répond l’angle 

/ (p ± V (pp- J) ). 

Si le cofinus donné eft négatif ~ — p, de forte que p > 1 , il faut 
prendre pour K un nombre impair , foit donc K~ 2 (t -f- 1 , & 
l’angle ou l’arc, qui répond au cofinus négatif — p, fera 

(4ft-h — f - V'—i . / (p rt V (pp-“ 1) J • C. Q. F. T. 

COROLLAIRE. 

$. 11 4. Il eft indifferent de prendre p— |-y(pp — 1) ou 
p— V (pp — l), l’un & l’autre étant une quantité pofitive. On n’a 
qu’à remarquer que I (p -+- V(pp-i) ) ZZ - / ( p-Vipp- I) ) , 
de forte que cette ambiguité réjaillit fur celle, qui eft effenfielle à V—i. 

ProbJe- 
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. ^ Problème IX. 

ÿ 1 1 1 4'. Le JtfîUf d'un angle étant imaginaire t trouver la valeur 
de l'angle ou l'arc imaginaire , qui lui répond. 

SOLUTION. 

Soit p -j- q V — 1 le finus imaginaire propofé , & que l'angle 
cherché foit — a-\-bV- 1, de force qu'il doit être 

fin ( a b V — i): — p — H qV — I'* 

Maintenant comparons cette forme p — }— q Y—t avec celle qui a été 
trouvée dans le problème 6 mt t & on aura 

p~{ [t b -f- e-*) fin a & q — - e~ b ) cof* 

& de là on tirera : 

p cof a q fin a — t b fin a cota ou bien 


.s — 1_ _j_ _i_ & e ~i — 1 t- 

fin a cof a fin a cof a 

Or puisque e b e~ b ~ I nous obtiendrons : 

p p cof a 2 - qq fin a 3 — fin æ 2 cof a 2 ou bien 
pp-{pp^[~qq) fin a z ~ fin a 1 - fin a+ , d'où nous tirons 

fm a 2 — 1- {i-+-pp-±-q ?)±V{* (i-i-PP-i-q q)* -PP ) & 

fin azz.? V q) & 
cof a 2 — -j- (1 —pp —qq) + y (i C 1 ~Y~PP~^~qqŸ — pp)- 
Mais puisque cof laUZ 2 cof a 7 — 1, il fera 

cof îa~-pp-qq -+-V (l“ 2 PP “+" %( i q~h(PP +??)* ) 

cette expreffion étant toujours réelle & moindre que 1 unité,! angle 2 a 

, _ .1 — co Î2a 

& partant auffi a fera réel , & on en trouvera fin a — v - 


. * , cof 2 a 
& cof a ~ Y 


Or ces quantités étant trouvées avec 


Nn 2 


l'angle 


2 
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l'angle a, on aura b~l( -4-" ^ , & l’angle qui répond au 

° Vfinff coxaj 

fines p-^-q V— I fera à-\-bV—i t C. Q. F. T. 

COROLLAIRE. 

115. Si le finus propofé eft fimplement imaginaire ou zz: 
qY - I deforteque /> ZZ o , & 31 eft: clair qu’il doit être fin & 

partant a zz 2 K ç ; où ç marque l’angle droit &\un nombre entier 
quelconque : donc il fêta ^zz + \ (t* - e~^) félon que K eft un 
nombre paiF ou impair. II fera donc ZZ ± ^ 4: V {$ { 1~ h* i )» & 
partant on pourra toujours rendre cette quantité pofitive, d’où l’on 
aura 

l ZZ / ( Vfÿ? — O zb ? où le figne —1— a lieu fi K eft un nom- 
bre pair, & le — fi \ eft impair. Ainfi l’arc qui répond au finus 
q Y ~ I fera 

ou 4 p £ — f- V « I . /(V (ÿ? -f- i) -Hÿ ) 
ou (-4M~ I - 2 ) f ~4~ "V *™ i* — ÿ)* 

Problème X. 

$. 1 16. Le co f nui d'un angle émut imaginaire t trouver la va- 
leur imaginaire de l'arc ou l'angle qui lui répond. 

SOLUTION. 

Soit 1 p~\-q V -1 le cofinus imaginaire propofé, &.a-\-bY~ 1 
l’arc cherché qui lui répond : de forte que 

cof (a -1— bV- ï) zz p -4- qY -l- 
Or fi nous rapportons cette égalité avec l’article 106 nous aurons: 

p—\ (r 6 H— cof a & q—~-l{et> — *-**) fin a 

d’où nous obtiendrons : 

,i- -î- £_ & - JZ J- 

cof a fitiÆ cof a fin a 

* 


2S5 * 

& cofa 2 (l H qq) i fÿ)2j A /O 

donccofirt^z/^-î-^ÿ 1 — C/pH-tf'?) 2 ) 
qui eft auffi toujours ruelle & moindre que le finus total , de laon aura 


in a — Y 


i - cofa, 


& coffc ~ y 


i — J— cof i a 


, & ayant déter- 


2 * 2 

miné l’angle a même , à caufe de i “ / Q 5 l’angle 

ou Tare qui répond au cofinus imaginaire p— \-%y — i fera 

— a -h by-i. C. Q. F. Tr. 

COROLLAIRE. 

$.117. Si p~Hc, de forte que le cofinus propofé eft “ — I» 

on aura co fa ~ 0, & partante “ (u\— 1) £, d’où l’on tire — i 
(e ; —e~ è ). +1, où le ligne fuperieur vaut, ft K eft un nombre im- 
pair, & l'inferieur fi pair. On aura donc 

+ 1 , & h—t(y{qq->rl')- J rç) 

6c l’arc qui répond au cofinus q V— 1 fera 

Oü(w+i)ç+y-ï.t(y(i+qq)-q) 

ou 

S CH O LIE. 

1 1 S- Ayant trouvé la valeur de cof 2 a, ft l’on en cherche les 


valeurs fin a~y 


1 — cof 2 a 


&cof$~ y 


1 H- cof 2 a 


on les peut 


2 ~ 2 

prendre, ou affirmatives, ounegatives. Pour faire le choix, il fauc re- 
garder aux quantités f> &q, fi elles font pofitives ou négatives, & 
donner enfuite aux fin a & coCœ les lignes, qui rendent les valeurs de 
& de e~ b pofitives, tant dans ce problème que dans le precedent; 
or dans chaque cas ce choix eft aifé à faire, de forte qu’on eft toujours 
le maître de trouver des valeurs réelles pour les lettres a 6c b. 

N « 3 Froblc- 


Problème XL 

$.119. Une tangente imaginaire étant donnée , trouver ta va} sur 
imaginaire de F angle ou de l’arc, qui lui répond, ■ 

SOLUTION. 

Soit p 4- q V — i la tangente ifnaginaire donnée, &fl+f V— 1 

l'arc , qui convient à cette tangente * de forte que 

tang (a+b V — l^ — p + qV— I. 

Or nous avons trouvé cy-deïïus $. 107. 

, , , , N 2 e** fin 2 a -h (e** — 1) V — I 

tang f a 4 - A V — I ) ” — 7 —, , . 7 

b ^ + 2r**cof2fl+i 

donc il faut qu’il foit, 

2 e ** fin 2 a & e 4 * — I 

& c+ h -\-2c* 1 ’ cof 2 a 4 - i ^ e^+2'e^ cof 4- I 

de là nous tirons ces deux équations 

eA,* p -d— 2 e ** (p cof 2 a — fin 2 a) — j— p " o 
e* h (q — 1) -j- 2 e 16 q cof 2 a -4- q -4" I — 0 
& par élimination. 

— p — p cof 2*4- (qlr 1) fin 2 a 

m"lb 1 1 * - J “■ — — 

pco{2a-4-{q—i)Ûn2a p 

Donc nous aurons; 

o — pp{ i — cof 2 a 1 )— }— 2 pCm 2 a coT 2 a *4~(f?“ i)fin2A* ou bien 
o pp fin 2 a - 2 p cof £ a -b - (i/ÿ " l) fin 2 fl 
Par conféquent on aura 

tang 2 a zz — & partant 

2/> c - 1 — />/> — flfl 

fin 2 fl — .-7-7 7 7— c °f 2 fl 7 — —rr 

]/ ( 4 />/> 4- ( r -pp-qq) * ) y (4*/'4^l~#>-^ 1 )) 

donc 


m 287 & 


donc 


e3 f PP ~f~ ( r ~~f~ f ) \ 


y (4pj>-y(i - pp -qtf)*') 

àibZ~.\ t ( pp -f- (i -f- 1 ) — -+• ■ / ( 4 PP ~y O ~PP ~ qq ) 1 } 

Ayant donc trouvé par ces formules tant la valeur de i,que celle 
de l’angle 2 æ ou a, l’angle ou l’arc, qui répond à la tangente imagi- 
naire p-j—çV-i fera J— l?V-i. C. Q. F. T. 

CO R O LL. I. 

$• 120 . Puisque 4 pp~\- (*-/>/> - <1 $ ) z — ( PP~\-(?+t) 2 ) 
-H Cÿ-i) 3 ) il fera : 

-PP~h (<7-+-i ) 2 




(*-*) 


& partant £ 


_ r ^P-F-(fH-ï) 1 

— t * ti ; : rr 




t^- 1 ) 


Or l’angle a fe détermine le plus commodément de la formule de 

, d’où l’on voit, que les valeurs 


, 2p 

la tangente : tangas ~ 


i -PP-qq 

de a & b feront toujours réelles. 

COR O LL. II. 

$.i2r. Si y> ~ o, ou qu'on veuille chercher l’angle dont la tan- 
gente — q V- i , il feratang 2a = o, donc 2a — 2À£, &«— À£, 

& b — \ l ^ _ -ÿ Par conféquent à la tangente q V — i ré- 
pondent les arcs Kq~ f- HzJ. / ( ÿ "+" Q {j marque un 
multiple quelconque de l’angle droit. 


COROLL. III. 

' $. 122 . Ici les cas ou q — {— i ~ o , ou ^ — i ~ o , exigent une 

réduction particulière, qu’il faut faire, avant que de pofer^~o. Soit 
donc qq — i ~ o , ou la tangente propofée —ù + y — j . & on aura 

tang 


- 2 

tang 2 an — 


• î8S • 


& r~ — — ~ — ; c'efl à dire pour le 


PP 


2 . 


fiene fuperieur ~ — — — &pour l’inferieur 

* V PP PP~\~4' 


Maintenant fi p n. O, il fera 2 an QiK -f- i) £ à caufe de tang 
2 a “ 00 , ôi b n'j: OO. Donc à la tangente + V — i répond 
l’angle “ (K - 4 - 1 ) £ + OO V — i. 


COROLL. IV. 

$. 123. Lorsque ppm — qq ou p n V (1 — il fera 
tang 2 /ï ~ OO & 2a = (2\+i)^: ou + En- 

J "-] — t 

De forte qu’ à la tangente V (1 — qtf) 


fuite il fera ènï l 

x-q 

+ q V — 1 répond l’arc rr! Çh 

SCHOLIE. 


YjzI 1 Làzi 

4 1 - 1- 


§. 1 24, Puisque donc toutes ces quantités imaginaires , qui font 
formées par des opérations transcendantes font aufli comprifcs dans 
la forme générale M -f- NV-i, nous pourrons foutenir fans ba- 
lancer, que généralement toutes les quantités imaginaires, quelques 
compliquées qu’elles puiflent être, font toujours réduftibles à la forme 
M + N V— 1 ; ou qu elles font toujours compofécs de deux mem- 
bres, donc l'un elt réel, & l’autre une quantité réelle multipliée 
par V h 1. 
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